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2 1 T La creclente contribuelén de las matemédticas a la cultura dgl =~
“mundo moderno, ¥y su importancla eomo parte vital de 1a educacidén. = = -
cientifica y huministica, han hecho necesario que las matemdticas: ;"
del programa’ eséolar se. selecclonen julcibgamente J.que Se ensefien L

.

bien -en puéstras escébelas....i . ., o .

‘Tomando‘estoi%n‘qonsidéracién;31és,organizacioneé‘de mate- . v-
dticas en los Estados Unldos cooperaronten 1a formacldn *del -
GPupo d€ Estudlo-de- la Matematica Escolar (SMSG). Este grupo lo.
constituyen matemdticos -de coleglos ¥ universidades, maestros de
. matematicas de.~tddos ios niveles, expertos en educacidn y repre-
o sentantes de la clencla y Ta ‘tecnologla. El-propdsito gemerdl . -
-del SMSG es el'mejoramlento de 'la ensefianza-de las matematicas .
* enwllas escuelas de los Estados Unldos, - La Fundacién Naclenal ‘de '’
Cienclas ha provisto fondos sustanciales para el financlamients’
-de esta.labor. . - . .+ R B R

v ’ ) hd A

. Uno de 1os prerrequisltos para €l mejoramiento de la ensefianza-
. de las mapematicas. en nuestras escuelas es un mejor programs’de )
. .estudlos, un programa que tome en considéracion el uso creclante.
. de las matematlicas en la clencia, la tecnologia y otros campos del
" cohocimiento ¥ que, a la vez, refleje los avances reclentes de l1as
. matematicas mismas. . Uno de los primeros proyectos del SMSG fue
y . ¢+ reclutar un grypo de matemdtlcos y maestros de matematicas dis-
. o tinguldos para preparar una serie de llbros dg texto-llustrativos
. de un programa de estudlos como el ya menclonado. S e

\ . Los matematicos profesionales en el SM3G creen que el \pon-

tenfdo matemitlico presentado en esite texto es valloso para‘todes. -
l1os ciudadanos cultos de nuestra socledad, ¥ que- su aprendlzaje

es importante para los estudiantes que van, a lngresar en univer-

- sldades, como,preparacién‘para\estudios avanzados, en egte campo.
Al mismo—tiempo, los maestros en el. SMSG creen que la forma en
. que‘aqul se presenta el material de estewdio facilita, al estudlante
-, . su gsimllacidn. : .

-

s En la mayoria de los casos el material parecerd famlliar, pero
/- gu présentacidn y punto de vista serén diferentes. -Algun materlal
sers completamente nuevo en relacidén con 105?pgogramas de -estudlos
r~tradiclonales.. Asi debe ser, porque las matematlcas constltuyen
“una disciplina viva y en constante ecrecimiento y no un producto

inérte y rigido .de la antigiiedad,. Esta fusidén saludable entre lo

-

antiguo y 1o nuevo debe gular a los .estudiantes’ hacia_una me jor
comprensién de los conceptos basicos y de la estructara de las
matematicas y ofrecer una base séllda para la comprensién-y el uso
dé Tas matematicas en una socledad.clentifica. S ‘

. No pretendemos que este libro se consldere cqmo la Unica
manera definiviva de presentar correctamente las matematlicas a los .
estudlantes ‘en este nivel. En camblo debe conslderarse comoc una
.muestya de la clase de programe de estudlos que necegltamos y como
una fuente de sugerenclas para los autores de textos comerclales.

Esperamos sinceramente ,que estos textos sefialen el camino hatla

. una ensefianza més insplrada’y significativa”de las matematlcas,
disciplina que es la relna y slerva de las clenclas, ‘
: v .
» . ) Iwe
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* Las ldeas fundamentales de las.matematicas para el primer
clclo. secundario sobre las que se inslste en este texto.son: la
estructura de la aritmétlca desde un punto de vista algebralco;
el sistema A€ los numeros reales como un desarrollo progresivo;.

,

“relaciones métricas y no métricas en geometria. Ao largo del
texto esas ldeas se asoclan & sus eplicaclones. En-este nivel, es
importante la experlencla con los gconceptos abstractos y la apre-
clacién de los mismos, asi como la.del papel de la definicidn, del

desarroilo de€ um pensamlento.y un vocabulario precises, de la

* experimentaclion y de la demostracidn. En la escuela secundaria de -

primer clclo se pueden hacer progresos sustanciales.

En el verano de 1958 se escribleron para los grados de
estudio séptimo y octavo, catorce Mbros que fueron probados por °
aproximadamente 100 maestros en 12 centros de educaclidn dg
varias partes del pals durante el afio escolar de 1958 - 59, Se
revisaron luego esos llbros, sobre la base de las observaclones
de los maestros, durante el verano de 1959« Con algunos llbros
nuevos, se imprimidé una parte de los textos ‘modelos para el T°
"grado y un.volumen de textos experimentales para el 8¢ grado.
Durante el afio escolar de 1959 - 60 unos 175 maestros de
varias partes del pals ensefiaron matemdticas en los grados 8ép-

timo y octavo a base de estos 1ibros, Que luego Se revisaron éen
el verano de 1960. ‘ ot
Las matemdticas‘fascinan a muchas personas tanto por las )
opartunidades que brindan a 1a creaclén y al descubrimlento como
por su utilidad.. Crecen contlnua y répldamente con el doble’
estimulo de la curilosidad intelectual.y de la utilidad practica.
Aun los estudiantes del primer clclo secundhrip pueden formular:
preguntas e hipdtesls matemdticas que pueden comprobar 9 estable- '
cer; pueden desarrollar intentos sistematlcos para reselver pro-
. blemas matematlcos tengagno no éstos, soluciones rutinagias o
. fdclles de determinar. gran parte, la seleccidén del contenldo
y del método'de este texto se basd en el reconocimiento de estos
Inmportantes factores. . : ) :

Creemos firmemente que las matemidtlcas pueden y deben es-
tudiarse con éxito y agrado. Esperamos que -este texto pueda
ayudar a todos los maestros que lo usen, en el logro de este muy
deseable fin. ) \ ¢ :

Y
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B o . Capitulo 1 . .

NUMEROS RACIONALES Y COORDENADAS ; o .

~N

1-1.  la rectd”humérica o p

}(\ La idea de nidmero- es abstracta, En la hié?bria‘de la ciyili-

zacldn, el desarrollo ‘de un buen sistema numérico ha necesltado
muchos siglos. Se han utilizado muchos esquemas para ayudar a
comprender los nﬁmeros y sus aplicaciones, pero uno de 1Qs mejores
es el de la recta‘numérica. Vamos a repasar la construccion dgala

‘recta numérica como punto de partida para’ un andlisils ulterior de

*

los numeros. o \ : I\.
Imaginemos que la recta que se muestra en la siguiente flgura

3

&

.? o ALY N —
“4 .

se extliende 111mitadamente en ambas direcciones. Escogemoé un

.punto cualquiera sobre ella y lo llamamos 0. Iuego tomamos otfo

punto a la derecha de ® y lo llamamos 1, ‘determinando asi una

unidad de lomgitud de 0O a . Partiendo de O, colocamos repe- L

tidamente esta unldad de 1ongitud sobre la recta pumérica,

avanzando hacia la derecha. Se determlna as! la poslcidn de los

puntos que corresponden a los numeros naturales ‘2, 3, 4, 5, e
Asoclamos .el numero %- con el punto que'esta a mitad de camino

entre O y 1. Colocando repetidamente hacla la derecha el seg-

mento cuya longitud es la-mitad de la unidad adoptada, determinamos

los puntos adicionales correspondientes a §3 %3 %3 «es o+ De

manera andloga, locallzamos los puntos de la recta numérica que

estdn a la derecha de cero, correspondientes a’ fracclones que

tienen den wadoves 4, 5, 6; 7, ..., como se ve en la figura

que aparece cont}nuac}én: ' : ‘

-

-

-~

\ ’ N
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Mediante este procedimlento natuial asoclamos un punto de /
‘la recta con cada nimero racional ~de manera que a cada-n\imero
‘\\‘~raciona1 le corresponda un solo punto de la: recta. Tenemos, N o
pues, una correspondencia biunivoca entre los mimeros: racionales B N

¥ algunos puntos de lsa’ recta." Denominamos 103 puntos de la ’ '
- Tretta numérica por los nombres de Bus numeros correspondientes
e (por ejemplo, el punto 2 corresponde al ndmero 2). Podemos
hacer esto en virtud de la correspondencia biunivoca que hemos .
mencionado., Esta es ‘una de las mayores ventaJas de la recta ’
‘numérica, pues nes permite 1dentificar puntos y numeros. *Nos »
> ayuda a servirnos de los puntos geométriqd% para describir " N

relaciones entre nﬁmeros, como Se ilustra‘en los parrafos que hE
siguen. ‘ : v .

Observacién. Podrias pensar dhe esta correspondencia biunivoca . T
asigna un numero a cada punto de la recta, que se halle a
la derecha de O. Esto estd muy lejos de . ser clerto., En v
efecto, hay sobre la recta muchisimos mas p@tcrs 8in ,:;.
'~ marcar,. fuera de los que hemos marcado por e procedimiento . R
e | \ indicado anterlormente. Esos puntos -no marcados corres—
~ponden a numeros como T, N2, N3y N5, que ,no son nimeros . .

. racionales. En el Capipu}o 6 estudiaremos mis acerca de )

-+ estos numeros. ) e

. Propledades de la recta numérica - ‘ ‘ S

N

- . -

. La recta numérica localiza los numeros de una manerg muy
natural, por medio de puntos. La construccidn de 1a recta
. numérica sitda los numeros raclonales segun el orden creclente
. * de sus magnitudes. En consecuencia, podemos siempre sabel
dénde debemos cologar un nimero Ssobre la recta, El mayor de . \
dos numeros irg siémpre a la derecha, Como '5>3 (5 es R
- mayor que 3), 5 estard a-la derecha de 3 sobre la recta

-
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N .nnmériéa. A un nnmero maydr que 3 le corresponde un punto a 1a
‘;f\;: derecha de 3 Como - 2°X 4, el punto 2 esbtard_a la 1zQuierda f i
‘ ‘ ; “gdel punto b Siempre podemos comprbbar facilmente las posiciones
“; " relativas‘de mimeros como 3, O, %3 R 3f y %5 Una .vez'que hemosg
loaalizado los puntos correspondientes sobre la recta, es facil
‘ . darse cuenta a* si@ple vista si un nuimero. es. mayor o menor Qque otro..
\ El punto correspondiente a cero seﬁescoge como_punto -de
. ‘ referencia Yy se)le 1lama el origep.. H!~semirrecta que se’ extiende
L.~ desde’ el origen hacia la derecha sobre la recta numénica, se "1lama
': {semirrecta positiva. Cualquier numerb mayor Que cero esna gsobre . .
- eBta semirrecta positiva y.Se 1lema numero positivo.\ "En particular,
L de los numeros naturales 1, 2y 3,_ *..., decimos‘hue son los
Lnteros positivos. Decir qua'un numer; es positivo simplemente

significa gue %%Fho némero estd a la derecha Ge cero sobre la recta

-

L ]

o numérica. . T C

. -

* By

e Adicidn sabre lasrecta numérica
o o Q Se puede describir facilmente 1a suma’ de dos nuimersys sobre
" la'recta numerica. - ‘Para sumar 2y, 3,fcomenzamos ‘eon ? y nos
ﬂesplazamos dos;unidades hacla 1a derecha. De esta maﬂergy.la

‘

- peracion 3 + 2= 5 se representa por un movimiento 2 lo’ IQrgo .
N _de la recta numénica, El movimientn termina en el punto corres— \
. pondiente a la suma. . ‘ .o

o e — g9
-, 0 | 2, 3 4 5
s : » ' , 2

) « P . ) . .
Podemos ‘también pensar en el nimero 3 como sl determinara una

flecha,(o segmento de recta dirigido) que parte de cero y termlna
“*\4:w - en 3. Para representar la suma de 2 ¥y 3 dibujamos Jtmple-
mente una flecha de longitud 2 que comlience en. 3 ¥ no ‘en O.
\‘Entonces, la flecha (segmento de recta dirigido) que representa
. *la suma ) + 2, comlienza en O ¥y termina en 5.+ Para eyatar o
. confusiones, dibujamos frecuentemente las flechas un poco mas~
& - arriba de la pecta numérica, como se indica en la pagina sigulente "

-

. " en la figura‘para la suma 4 + 2.

i

- vy
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Qﬁas flechas sugieren un~movimiento'de 4 unidades seguido de
otro movimiento de 2 unldades para alcanzar el punto (4 + 2),
También interpretamos la. figura como si sugiriera la suma de ":

dos segmentos de recta dirigidos, de longitudes 4 y 2 para
‘formar el segmento suma, de longltud ‘5 S N

- Aplicaciones de la recta numérica

"+ - La recta numérica se usa de p’ \
muckas maneras en la vida diaria T 130
" Un buen ejemplo de &llo es una o ‘\--{20 ‘
regia. Los mimeros de las casas + 4110 grados )
que se alinean a lo largo de las -5100‘ sobre
calles rectas de una cluded forman *-‘90 :cerp
una recta numérica. (;si vives en -4 %9 o
una calle curva, debes aprender un ' + 70
" poco més dé matemiticas antes de. + 60 '
:Jestudiar las distancias y la nume- + 50
racién a lo largo de una curval) 4+ 50 \
- Una de las aplicaciones més .+ 36 ;
comunes de la recta numérica e = -- - 1 20
uede ver en un termdémetro. En .o + 10 f ' ~ {
‘edte caso se’usan dos escalas “ 40
© num ricas a lo largo de 1la recta, 4+ 10 grados
una pn gqadd direccion. Las jad ;-\20 bajo
'#temp rafurds sobre cero apgrecen T4 30  cero
en 14 cta encima de cero, ‘ ’ ol 0
entras que las temperaturas baJo Températura
cero se miden por debajo de cemo. o : .
. ¥ Y P
M. .




* . : . '. ) ‘ Q_‘ o o “" : . ’V\
: \ Para comparar las,ganancias ¥ B. 95,000 . ;
N pérdidas ocurridas en ‘varios departa- A 1o L
o mentos de una empresa grande durante . - 4,000 gananclas * &
= . un mes dado, podemos usar escalas como - | ~' en o
‘se muestra a la derecha. El departa- 13,000 adlares -
"s»  ‘mento A, que’ perdid 4 ,000 délares, T | , ‘
o \ apareceria en el punto marcado A, © . . 2,000 .
- mientras que el depa§tamento B, que ~ | C e .
.- tuvo una ganancia de 5,000 dolares“? ~ b1,000 .
‘ ) apareee en l . B . . o R f ‘~ e
o . L RN : 40 : '

. . . . .
» . N 3.

!

1,000 | pérdidas
. en :
-2,000 ddlares .

. e N -

. o . . . \ \-?,ooo E
) A‘Win,ooo
) N . \ . ]
' - |s,000
' ‘ ¥ B N
-~ ‘ o
i - pQué otros ejemplos referentes al uso de*la recta numérica

-

\puedes Imaginar?

- ‘E3e$1ﬁ11 -

1. Dibuja una recta numérica para cada uno de los mimeros que

'y . se dan al ple de esta pagina. Utilliza una pulgada como

\ unidad de longitud. Escoge un punto de 1a recta como origen
'y locallzg el punto que corresponde al numero. Dibuja encima
de 1a recta numérica las flechas correspondlentes.

L O N O T U S G
DR GRS | (@) 2g¢. (£) 1.1z5
Q 1\&.
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Representa por medio de flechas marcadas SObre la recta‘

‘ nnmérica, cada una de las sumas que siguen. (Utilizg una

= (a)- 2+3 - . T (d) '8“% T
‘ (b) 1 + 6 o ' o (e) %—'l- 1.2'5 . \"‘ .
7 Ne) '2“"‘% ) b v2g, T
. 3 Situa "los nimeros de este eJercicio sobre la recta HUmérica .
-y detarmina cudl es el mayor en cada conjunto. L,
- ‘ i o
' {a) ‘1; %’ g"’. e ’
n 813 3 '
- (b) BT . y .
13
4, En algunos automéviled recientes, los velocimetros bienen .
la forma de una recta numérica para 1ndicar la velocidad
L. = en mlllas por hora.. En tales velocimetros se indica la" :
" velocidad mediante una recta .semejante a una flecha. . Escoge
‘una unidad de longltud conveniénte 7y ‘construye una recta
Ynumérica con velocldades hasta de 70 millas: por hora.
Marca sobre esa recta los puntos correSpondientes a las :
~ velocidades que se Indican mﬁs abajo. Dibuja encima de K
la recta numérica, las flechas correspondientes a cada
uno de estos numeros: ‘ .
‘ (g) 10 m.p.h.w (c) 35 m.p.h : o
" {b) 15 m.p.h : © (@) 60 m*p.h ‘
5. Localiza sobre una recta numéricg los puntos medios de los
) siguientes sSegmentos: e
. ‘(a) De .0 hasta 2. ¢ (c) De 'E hasta %.
(8) De g hasta 2. (d) De 2 hasta 6.5.
.gﬁ. Utlliza un diagramaJQue represente la suma mediante flechas

- ‘recta numérica diferente ‘para cada suma. )

- puestas sobre 1a recta numérica, para mostrar que \
2+ 3 = 3% 2, 5Qué propledad de 1a adicidn se manifiesta

asl? .

IR
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‘\A3‘§l~fUtilizapdo flechas para repfésentar la adicién sobre. 1a reeta
L numﬁrica,'muestra que (2 + 3) +1 =2+ (3 + 1) éQué pro- °
-~  pledad de la adicién pone de manifiegto” este ejercicio?
‘T"8.]\Imagina una. Sorma d& reprébentar el produhto 3.2 mediante‘
I flechas -puestas sobre 1a recta numérica. Enséyalo también en
1as mﬁltiplieaciones 5 . 2 y 6-g E T, S o
Q. - ngmo podrias mostrar que. 2 + 3= 3.7 2 por medio de’ flechas

-sobre la recta numérica°, L Qué propiedaé de 1a,mu1tiplicacion f

‘ilustra gste, ejemploQ\ . o C o

N . o » \ !\' ' N N : ) . \ - » h -y "
e . : \ ‘ . : \ |
) N . hd . » \. X ‘b

: | \ g

1-2. Nﬁmeros racionales negativos : : E v

En el estudio anterior de la recta numérica hay una: omisién
mny seria': no hemos marcado 1os»puntos situados a la 1zquierda de.
\‘3 CEero. Hemos usado solamente la semirrecta desde el origen, en la
direccion positiva. Para sugerir la manera de marcar esos-puntos
(1y el porqué queremos hacerlo.), veamos el ejemplo de las tempera- -
turas, gue nos es: familiar.\ - ‘ ~ S e
Las rectas numéric.as que reptr'esentan temperaturas ) tales como

- aparecen gp los termémetros, son ‘asi: ‘

~

»

50 -40 —30 20 -0 0 +I0 *20 +30 *40 +50 *60 *70
4 N
’ ?

. [y A »
LN . N 'S . N .
.

»

ibmperatura en gfadoe Fahrenhelt

Las temperaturas bajJo cero se representan aqul por numeros coloca-
das a la izquierda del origen, precedidos del signo " ~ ". Las
\temperaturas sobre cero se Indlcan con el slgno " f " Entonces,
10 se refiere .2 una temperatura de 10 grados bajJo cero (anla‘
izquierda de cerq), *10 se refiere a una temperatura de 10’
grados sobre cero (a la derecha de cero), Realmente, sobre cero Al

bajo cero-son términos mds adecuados a las escalas verticales.




~ .

Esta idea de distancia (o de  puntos) a lo. largo de una recta,

‘a ambos lpdos de un punto ﬂijo, se wusa con mueha frecuencia.

Plensa cuén a menudo hablWhos de distancias hagia la izquierds

. o0 hacla la defecha, dé posiciones al noftero al sur ég un punto
- dado, de alturas sobre o baJo.el nivel del mar,-de~longitudes‘

_al este o al oeste, o de tiempos antes o después ée un clerto v

- positivos, Que ya hemos utilizado. Con la misma unidad de
\ “1ongitud medimos luego distanclas marcadas a la izquierda de -

la derecha del origen.

X

acontecimiento. En cada una de estas expresiones se sugleren
puntos, situados en lados. opuestos de- un punto (o nimero) dado,

o distancias medidas en direcciones opuestas a partir de un
- punto (o numerq) ‘dado. Todas ellas presuponen el msﬁ’de una

recta numéricauque utilice puntos tanto .a la 1zquierda COmo a-

i

Se ve facilmenﬁe la. manersa hatural de describir esa recta
numérica. Comenzamos corr la recta - numerica para los racionales

cero, como se muestra a continuacidn:

~- ) . N 1

~ Colocamos - 1 comdropuesto‘a f1, en el sentido de qué estd a - 1

unidad a la lzquierda_ de cere. . De modo anélogo, 2 es opuesto
a (ﬂ) estd situado’ como opuesto a gJ es opuesto
a +g3 etc. Llamamos numeros negativos a los nimeros "opuestos"
Que horreSponden a puntos colocados a la lzqulerda de cero., &
Todo numero negativo estd a la izquierda de cero y corresponde

al mimero positivo opuesto. Esta direccidn "hacia la izquierda"

se llama la direccién negativa. . \\,‘ ‘
Denotamos los nﬁmeros negativos como; 1, (HJ, ‘(gg,

‘80’ etc., utilizando el guion en la parte supérior Izquierda,
Leemos 2 domo "dos negat1VQ". Este simbolo negatlvo " " U
nos dice que' el pumero es menor que cero (estd a la izquierda

>

de cero) Algunas veces recaleamoa.que un mimero ‘es positivo
-(mayor que cero) escriblendo el simbolo " +‘" en la parte

» N . °



> A - Co1-2
- guper; izquierda0 como en f%-‘atc. Habitualmente nQ 10
ha.cemégi a‘menos que queramos subrayar el caracter‘positivo de un

~ -

numero. S . - - L ) .

"~ Los nuevos nimeros que hemos introducido“por este précedi»
miento son los: nﬁmeros racionales ‘negativos. ‘Al bénjuntb que
*conslste en 103'nﬁmeros racionales positivos, los numgpos . ~¥;'~
_raclonaleg negatiVOs v é\.L m‘imero cerc, 1o Ilamamos e]-' qlonjunto de A
‘lo% numeros raclonales. , N ' \
~§‘#“n El copjunto especlal que consiste en 1los enteros pogl
tlvos, (que antes hemos llamadd simplgmente enteros), 1os enter'ds
negativos y cero se llama el conjunto de los numeros enteros.
Frecuentemente -denotamos taI conjunto -asi:

L. ITw (ode, B, v3, g, ~“1, 0,1, 2, 3, 4, ..} 0
| Observa que el conjunto de los enteros consta sélo de 103 nnmeros

-

. naturales, sus opuestos y gero. ‘ : .

Ejemplos del uso de los nimeros negativos L ! B A
. Los numeros negativos son tan reales y uﬁiles‘como los nﬁﬁeros

positivos que hemos empleado antes. En efecto, los “hemos usado
muchas veces Sin 1lamarlos nimeros negativos. Son-de especlal
utilidad para denotar la idea de “opuesto C "dirigido en sentildo
opuesto”, ¢omo hemos mencionado. . \ :

. Utilicemos los numeros positivos parsa denotar diatancias al
ﬁ;_\' este de Chicago. Los numeros negativos denotaran distancias al

.oeste de Chicagc. «Una recta numérica como la que sigue

R . \ : N
- . . N ) F . . ) .‘.\‘;
T

300 200 -I00 - O  *00 *200 *300, ‘400 .

', * Distancla desde Chidago, en mlllas

- puede usarse para: marcar la posicién de un aeroplano gue vuela de
este a oeste, pasando sobre Chicago. §Como interpretarias esta
recta numérica para un aeroplano que vugla de norte a "sur, pasando
“Bobre Ch&bago?

. . . . i 1 & .

o S ﬂ \
* ~w

=~
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El tiempo anterior~y posterior al lanzamiento de un sateliﬁg
.puede ser’ indicado sobre una recta numéricd como la “sigulente:

ObserVQ que la recta.numerica que utilizamos no tlene pqr

qué ser siempre horizontal

. Tambiéﬂ para representar- las
\distancias de norté a sur desde
Mayaguez podrias usar una recta

vertical.,

Ry

L d
]

»

L T50 .
- T
L t30
- +20
L +10 _
- 0 + Distancla en
- 710-" millas desde
- 20 ' Mayagiiez
L -30
F 1o
- 50
P

L]

- 5,000
- %oo})~
1 3,000
- 2,000

- 0
-‘1,oqo
- 2,000
-‘3,600
- "4, 000
.k 5,000;

"} 1,000 °

S1i. nos referimos a las altitudes

. Sobre el, nivel del maxr coma positivas Y a las profhndidades :
‘hajo el nivel del mar como negativas, seria‘més natural el
uso’ de -una recta numérica vertical. \

-

 Altitud en

ples con .
referencla

allﬁivel

»

_del mar

v ~
N Y

"

( \r . E _ _ \_'i. ‘ i "‘ ' ‘ ‘ ."‘ ‘ . 1\‘\ ‘
’ \-; o ‘6’ -5 . _i ~‘§‘ _g\ - ? *l\ *:2 ‘;3 v+4 *5 \\:'.6-.{ : : !\ :
. : ~ \ Lo
(Segundcs antes del » (Begundos después del -~ ~ "¢
N | 1anzamiento) \ T 1anzamiento)\‘ ‘
3

,
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) Las rectas verticales ‘son mas convenientes\qqg las horizontaﬁfs
para representar las ganancias y pérdidas en’ lo;\negocios. Una
posicién mas“alta ‘en la recta. corresponde, de manﬁra natural, a una
mayor ganancia. En otra clase de problemas puede bonvenir més.una

) recba numérica en alguna posicion que no sea nl honizontal nl »

L vertical. ) X \

;; . o, Ejercicios 1~2 o ) .

RN Localiza sobre 1a recta numérica Ios puntos que correSpondan a

~" . les siguientes numeros. T, ‘ . ‘

a N . i - . ).l, ) . . R
ga)~ 3 o | (d)»‘g \ L o

(b) \ ,_(-'I?r) . » . (e) 1' o . -\‘; . ) o

gy, 3: N N \'\ _ ‘. R =
() 1% R (_f). @

i L 4

. ;Hay algunos pares de "opuestos en esta 1i§ta°
‘ 2. Iubuja las flechas determinadas por los siguientes numeros
o racionales' )

(a) 6 \i \T " Y (a) %%'\
() " - T (o) T )
() 55 © F ,

ad
»

3.wgDin6n en ‘el orden en que aparecerian sobre la recta numérica,‘
los siguientes mimeros‘ 4, 'E’ "(,I) , B" 6, ~ '(B-) ¥ %
;Cual es el mayor? 6Cua1 es el menor9
4,  ;Cdémo podrias representar por medio de numeros positivos ¥y
» negativos las slgulentes cantidades°
(a) Una ganancla de $2, 000; una pérdlda de 96, 000. ,
(b) Una altitud de 100 pies sobre el nivel del mar; una
o ' profundidad de 50 pies ba jo el nivel del mar.
(c) Un retrocéso de n5 yardas, un avance de 10 yardas.
- (@) Una distancla de 2 millas hacia el este; una distancia
" de 4 mlllas hacia el oeste. _ '
5. El tablero de control de los ascensores de una casa comercial
indica los pisos B2, B 1, G, 1, 2y 3 G ‘SGWTefiere a la
'« plamga baja, y* B 1, B2 a los sétanos. ;Como puedes usar
‘ lq§ numeros posItivos‘y negativos para designar esos plsos?

~

- ) ~
L . N N




6. Dibuja una recta numérica para indicar las- altitudes ‘desde

- 71,000 ples hasta *10, 000 pies,, ‘utilizando ’interva.los de

e, -t 1,000 pies. Locallza las altitudes de  ~80Q pies; }go .
. s ples, *2 , 500 pies y 500 pies‘ . - T

- . - 3

i"‘

-

-

) . »
-~ » Ly »
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133, Adicién de nimeros raclonales. ° = ; S sl v
| Hemds visto gue sobre la recta numérica se représenta facil-
mente 1a adlckdn de dos mimeros positivos., ~Para refrescar 1la
~ ~mgmoria), trata de obténer las sumas ‘2 + Y, 3 +2 y 1 &7
. " gobre la recta numérica.~ La suma K + 2 &' representa sobre
o " la recta nﬁmérica por.un . punto situado 2 unidades més alla de .
b \(6 4 unidades més alld de 2, pues da lo mismo comenzar
_con uno u otro nﬁmero) ' Observa que cuando sumamos yn mimero
positivo a otre numero positivo, nos movemos siempre hacla la
derecha (en la- dirgccidén positiva) a lo largo de la recta
numérica. Describimo&heste procedimiento de adicidn diciendo '
\Que‘para sumar 2 *y‘ , partimos de & ¥ nos movemos 2 ’\,'
‘unidades hacla 1a deecha,®d 2 unldades en la direccion o
positiva. Hemos visto que unaﬁmanera convenlente ds representar
este métho de sumar es usar flechas (segmentos de recta
dirigidos) de longitud aproplada. Entonces, la suma # + 2
corresponde a la sigulente figura: \ e

°

n .
&0
N
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Rara imaginar el movimiento de™ 0 a’ 4, dibujamos el segménto
dirigido correspbndiente a- 4 Luego, comenzandc en 4 dibujamos
el segmentb dlrlgido de 1ongitud 2 correspondiente a 2 De esta
maner§ encontramos una.fiecha de 1ongitud 6, correspondiente a

-

*“()4""2) _' . . S T - A

‘ Vblvamos ahora a nuestra construccion de &os numerbs negat1VOs

en la rqcta numerica, Recuerda que "2 es el opuesto de 2._;

\‘Decir que jz es el opuesto dge 2 significa que T2 esta—a la

\misma distancia*de cero que® 2,. perq‘en la direccidn negatyya,

cpmg se muestra a continuacidn: *
! ‘.“~~‘ .  ‘ - .v * » ’ - s
" ° “ i : ‘l L i
T ‘ 2 0T . 2

La flecha asociada a 2 tlene 2 unldades dqe 1ongitud N especi-
fica la direccidn negativa medianme la saeta de su extremo, como

" ge ve en la figura. 4Cdmo aibujarias 4 (EJ, 3y (3-)9

Observacidn.. Muchas veces basta indlcar la posicidn aproximada
. de los némeros sobre la recta numérica, para comygarar sus
“fposiciones relativas. En tales casos se necesita s6lo un ‘ %
‘aibujo aproximadb, y no estdn Justificadas las mediclones ‘ -
culdadosas de longltudes. Estos dibujos aproxim§dos se
llaman croquis o esquemas. o s ;

L Qué signifscaria la suma 5 +\( “3)? Utilizando las flechas = -
dirigidas, ‘podemos encontrar el punto gque corresponde a 5 + (73) ‘
partiendo de O, ‘moviéndonos 5 unldades en la ‘direccidn pogitiva )
y luego 3 unldades en ladireccidn negativa (opuesta). Entonces,

5+ (73) = 2, como se ve en el siguiente esquena.:
:‘ M N - )
¥ 2 ~ ‘
. ‘ "3 ) \ :
. 5 ‘ . ,
o | ‘ ‘ )
| 1 2 d i L i [ 2
¥ 1 1 1 1 } | ' B T 1  §
$a -3}3-2 - ) 2 3 a4 85 6



1-3. . . ‘ B =14
En este caso, se asocia 73 a una flecha de 3 unidades de
longitud en la direccidn negativa., Para sumar "3 y 5,
s ‘\basta dibuJar la fl.écha para 3 partiendo de 5 (es decir,
| ~ partiendo Qdel extremo de 1a flecha ‘que corresponde a .5).
Pars ‘Sumar 3 y 4 dibuJa un croqpis como el Eiguiente-

’

-

. : ) ) ' .
N - ‘;] . DR
. . ‘4 " \ \“ 2 1) \
= » N A W 3 2 ] . ) ea ’
) L | L ) b 1 ~I 3 ) 1y > } ] ] N
1 . g, 7 T -t 1 AR | LE 1 1 «
.4 3 -2 0 i 2 3 4 5 6
Entonces, 3 + ( 4) 1. ‘"Halla la suma 2 + ( 5) de la misma .

- . manera. ‘ ~ \ .

Consideﬁa ahora la suma ( “2) ( 4)‘)en que las dos
flechas orrespondientes a los sumandos estén -en 1a direccién
nega;iva{ En el esquema vemos que (°2) + ( 4)

1
o+

. - . ) K]

De 1a mTSma manera, halla 1&3 sumad .(’3) +\(“2); (T1) + (76)

>
@

y (76) + T2, ' r
Una propledad de interés especial se manifiiesta con la suma
(72) + ta. T e
. .‘g i .
a ’2 * ‘:
T2 . )
-2 = 0 + +2 "
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En'§gte caso, "2 coifesponde a una flecha de longitud 2 unidades 7
en la direccién negativa. La suma de ‘ 2 y *2 corresponde a8 los |
. movimientos‘giguientes: 2 - unldades pacia la izqulerda de' cero y
* 2 unidades de regreso a 0. Entonces ( 2) + 2 = 0. Comprueba
» " (TN +1f=0, 3+ ("3) =0 y (78) +8= ; .
Mediante usq de la recﬂh numérica vemné que la adicion de
numeros, sean pdsitivos 0 negaxivos, es Trealmente muy simple), Para
‘~ efectuar la pperacién,‘necesitamos solamente tener presente la -
posicion de los nﬁmeros sobre la recta. Vémos.que- -

. ‘ /

Si ambos numeros son positivos, la suma es positiva,
como .en 54 Y3 o tg; \

\'s si ambos numeros son negativos, 1a ‘suma ,e8 negativa,;

como en ° (75) + ( 3) = 8 v

Si.un ndmero. es positivo ¥y el otro gs negativo, el mimero '
mas lejano del origen es el que determina 81 la suma es
. positiva o negativa, \ ) c

Por ejémplo: o -
. - _ \
En (75) + +3-2 :
1a suma es negativa porque * 5, un'numero—mas 1eJano ’
de cero que 3, es ‘negativo. c .o
. En Y5+ (73) = 2 | |
R Ja suma es positiva, porque +5, que estd mas lejos de
; ‘ cero que 3, es posltivo. ]

*»

»

Otra manera de declr 1o mismo es'~ la flecha mds larga deter-
mina si la suma es positiva o negativa, En efecto, esta regla
tambien se aplica en el caso en que ambos numeros son positivos Yy
en el caso en que Y{mbos son negativos. Observa Qque en casSoS COmMO
(. 2) +2 vy 3+ 3), 1ds flechas tlenerr igual longitud pero
direcciones opuestas, En tales casos la suma seri cero,

-

?




1,3 . . :\\.“ ‘ ‘~ i R . _’16- f . ‘ -~ )l “\ R .
AN ‘ . D JgrciciQ§ 4—3& v - , ‘
e Halla las sumas que siguen v usa flechas sobre 1a recta R
\ ~numérica para dibujar los croqpis correspondiéntes.' R
. ‘ > . o e e
owqa) 9 C 5) ( ‘(d) 5 +,,(‘ 10) SR
. . o . ) S - .Y >
IR LR a~(@ 4 R R
-t () (B + 11 . ¢£) 3+( 11) T e s

3

-

2. A fin de qné cada prOposieidn resnlte veréadera, escribe ‘
) los", numeros*que faltan en cada una de las siguientes R -
expresiones \‘ W | .- S - ‘

) .\ (a) '3+ ( 3) ( )“_ (e) -:(‘:lg) +~( ;)= o) o
‘ ‘w)(jgs 4340 R S EE R

»

\ ‘ (c)&:‘+6\““ ( ) _ 0; . (g} . (_ ).=*.( ) ;
\w)(wm+7u4()~\“m)(oum+ous Lo
L. Determina la suma en cada uno de los sigulentes ejercicios. - fgv
) , (&) 25+ (6) ﬂ()\‘('ao.)-;-‘(no)\ R
) () 1) o s(e) T+ (Te3) R

> w><8>+3
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5. Una compafila informa ‘sobre sus.ingresos durante los séis
primeros meses de un atfio, de la siguieﬁte manera.‘ B

- -
E .
~ .t » .

. ¥ “ .
‘?}“%Enaro,‘~.t$§3009‘ de utilidad. Mbril, $1 000 de utilidad.
o ngrezfo, $2,000. de utilidad. Mayo, = $4,000 de pérdida.

Maxrzo, $6,ooo .ade pérdida. Junio, . $3,ooo de pérdida.
J.A ”(aj GComo podrias expresar estos 1ngresos mediante numerog\
R positivos ¥y negativcs° N o R
(b)) . :Cudl &s el ingreso total" durante e1 periodo de 1os zels
meses? ° . o o ‘
\(b) GCuél-Qs el ingresq total durante los tres primeros meses
. “del atlo? - . . . . . v
. (d) 3Cudl es el ingreso total durante el cuatrimestre que
s comprende marzo, abril mayo ¥y Junio9 Y

5:‘8. Un Joven rema aguas, arriba asuna velocidad de\ 4 millas po§3

) hora, en un rio cuya corriente tiene una veiocidad de 2
~ . - .- » :

" 'millas por hora.
(a) 6Como puedes utilizar los nimeros pqsitivos y negativos
o . para representar esas velocldades?
" - (b) ;Qué representaria su“Velocidad real aguas arriba?
" 7. En cuatro Jugadas sucesivas, partiendo de la linea de 20
‘ ydrdas en su propio territorio, el equipo de futbol de 1a

%

~‘:}E‘.,?.cueil.a Franklin hace ' \ ~ "
| -un ‘avance de. 7 yardas, después

. un‘fetfocesp de 6 yardas, luego S '
un. ‘avance de 11 yardas, N frnalmente ‘
‘ 4
un retroceso de 3 yardas.

. . Y - . 3

. L (a) Representa 103 avances y retrocesos mediante nimeros

\positivos y negativos. .
‘ (b) ;Ddnde estd la Yelota después de la cuarta Jugada°
A (c)_‘bcual es e)_avance neto después de las cuatro Jugadas?
| A
- ; ‘ o . -

-




8.; Un aeroplano que viaja a 13,000 ples de altitud sube primero\

5,000 ples y baja 1uego 3,000 pies. Co R .
s (a) Representa la altitud final del aeroplano como suma de
T . *  nimeros positivps y negativos, : ‘
\ ‘ (b) ~;Cual es la altitud del aeroplano despues de la baJada°
« 9. (a) fImagina una manera de “representar el producto 3(72)
. . por medio de flechas dibujadas sobre la recta numerica.
R Haz 1o mismo en los siguientes eJercicios*\ \ o
p) 5. ( ) _— U . o -
(33 z -~ (‘z[)‘ \ ‘ ‘ ) | - %.“

» 1S

‘Elementoa inversos "respecto de la adlcion

Recuerda que *2 4. "2) = 0. 'Esta proposicion dice . que
2 es el nimero que, sumado a T2, da cero. Hemos visto en
el Vblumen I que Q es el elemento neutral para la adicion.
Dos numeros cualesquiera cuya suma es 0O se llaman elementos
N . inversos\resgecto de la adlcién. En consecuencla, 2 ‘es el

. elemento inverso respecto de la adicidn correspondiehte a Ta,
o Llamamos a "2 ‘el invérso aditivo de V2. De igual modo, T2
. es el inverso aditivo de "2, y se dice que T2 y' "2 sgon

) ‘invergos Qditivos.: ‘ o o X

g, . Ve o R c \ ‘
" ~ % . Ejercicios de’clase 1-3a . \ y

.- *1. 'Halla el inverso aditiﬁ@ de cada uno de los numeros que o

" siguen: - - ) T .

7: ‘\~9: 11\: ‘.12 _69 159 20 O \-(g): %} (‘8‘); '3?

< 2. GCuales de los siguientes pares son inversos aditivos?

- (a), Y20, Y20 | (¢) 0.5, ()
oI5, s - (@) TP, &,
”N“ ) 1) .o
. 7




_— %19~ S B
» \ ‘ ~ > ‘ s R
. Sdbre 1a recta numérica vemos que’ cualquier numero Y §u 1E;erso ‘

\L aditivo estén representados por flechas de la misma longitud ¥y en

direcciones opuestas, como se indica en el esquema para *2 ?
\l .

2

Si“se suman estas flechas opuestas“ de iguai\loﬁgitud, Se
fobtiene siempre cero.’ . Para sumar *2 "57 2, imaginamos un movi-
‘miento de 2° unidades desde cero en la direccidn negativa, ¥y

luego .2 unidades de regreso, en "la direccidn positiva. “Los’ doa .
\‘movimientos son uno opuesto del otro y nos vuelven al puntp de ‘
fpartida. Los movimientos deschritos son realmente "inversos uno
T del otro, pues cuando se_aﬁade el uno al otro, el resultado final
es , "0.. La recta numérica proporciona, pues, . una imagen geométrica
- del significado de. lds inversos aditivos; la .suma de dos flechas
(movimlentos) de' igual longitud y opuestas es cero. - s

En la adicién de un numero: positivo y un mimero negativo
~ hemos notado que la flecha mis larga determina ‘sl la suma es

positiva 0 negativa. La 1ongitud de la flecha de 1a suma puede .
obtenerse en la filgura de los inversos aditivos.‘ Por eJemplo, en
1a suma' s+ ( 2) 3 podemos' escribir ‘

' 5+ (72) = 3¥2+(2)

iqtroduciéndo la inversa aditiva de la'flecha mas corta. Entonces, ~
como 2 + (72) = 0, tenemos " \ T .

] 5+ (72) = 3+ 24 () 34+0-3

Observa que la otra fTecha de las dos: que componen 5, représenta‘ .
L]

+

~la suma 3. ‘ * - .. ‘ o
" = 3 .. ? ) A ]
~ T 2 -
. * ? ‘ 2 -
S 4 '3 ﬂ . - R
-4 -3 -2 " 0 ! 2 3 4 - 5




Y

- Este procedimiento es general ‘como lo llustran los
siguientes eJemplos~' .. S o . S
S 8H (N - ﬂ + 7 . (77) = +0 =1 L
i o (\‘81)+7—(1)+\(7)+7\=(1)+o~-— "1 ‘

19+(26)=19+(19)+(7) 0+(7)

En cada caso, 1a adicién de inversos aditivos da cero,~y el
nﬁmero que queda es:la suma. ' ot

- A | EJercicios de clase 1-3Db
'1.=\Dibuja las flechas correspondientes a Fos. nﬁmeros de los treg
ejemplos anteriores. En cada caso, -determina la flecha
‘correspondiente é la suma. . . : .

2. - Efectda las adiciones que siguen, 1ntroduuiehdo la inversa

¥

‘Q‘ L aditiva de la flecha més corta, ¥y dibuJa la operacidn sobre
. la recta numérica. | \
. S (a) w0+ () - T (o) (74) +3
@ 8+ () ¢« (@) (13 +9 - T
) \ Ejercicios 1-3b - S e
S 1. \Completa las siguientes expresiones' \ ~ -
() (M= ) +T+ ) L

(b)  (718) + 5% = (T1¥) + 14 + (N
(e). 12+ (T14) = 12 + ¢ )+ 2) N
. c(a) 23+ (T18) = ( )+ () + (T18) \ L -
- (e) (736) + 20 = Yo ). +.20 . R .
: - 2. Usando el IMverso aditivo, efectﬁa las sumas qgue siguen.
Egemplo.~28+(20)p8+20+(20)_‘8+0=8

-

-

(a) 42 + ("12) (a) 6+ ("17)
o C(b) (Tre) w8 (e) 34k + (T1%0)
. (e) (1) +35 (£) (71729 + 96

¥



;3.-fIndica 81 cada una de las sumas que siguen va a resultar )

4, St sabemos que +3 > ?7, $es verdadera o falsa’ la. sighiente

21— 1-4

A

positiva 0 negatiya.’ ~ S
Elemplo. ( 172) + 37-—-—4>negativa. o ‘ .

() 26 + .-24) o (h) %+_~(_) o
(o) T2+ ( 92) | - (1) 7+ “(p) . |
(o) _( 376) + 374 : () (. 132) + 0, 0132 o
(d) 7h, 312)»+ y, 321; . Lk) ( 3.172) + 3. 1721& - )
“e) 1 J436,312 + ( 1,436,310) - (1) 0.0012 + (79) a
o e L mnom ezt L

(&) (-}gno.%s&”? RO T ST

proposicidén: "ILa suma de un nﬁmero positivo y un nimero
‘negative slempre tlene el signo del mayor mimero"? . Explica
tu reSpuesta.

5. La suma de un- numero positivo y un nﬁmero negativo es cero.

’

* cuwando : ‘ . .

r

" 1-4.° Coordenadas - ‘ ‘ : oy

»~

Coordenadas sobre una recta
Conaideremos la recta numérica desde un punto de vista
diferente. Como hemos vistob siempre se puede asoclar un nimero:
racional con ‘un punto de la- reeta. 'El nﬁmgro asoclado de esta
' manera con un punto de la recta se 1lama coordénada del punto.,

. En la proxima figura, el nimero cero se asocia con el punto de
referencia llamado origen. \ \ S

- ——t 4 - - i + - + } e
.66 4 T3 T2 1 0 M o 3. 5 ¥

»

»

A
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CE punto A se denota con el numero . 3, y el punto B con
el numero ~2. Escribimos A(+3) para. indicgr que A es’
BR2)

el punto de coordenada +3. Ebl mismo modo, significa

‘que B es el punto de. coordenada 2 sobre la recta, - . *

* Recuerda que todo numero raclonal positlvo se asocia con
un punto de la semirrecta positiva. A" todo nﬁmero racional

- negativo le corresponde un punto sdbre la semirrecta hegativa.

'ﬂ];

‘La coordenada que hemos asignado ‘a un punto de esta manera,
- nos da dos informaciones. la dlstancia del. origen al punto,
"y la direccidn del’ origen«al punto.

N . ) N N . . »

o Ejercicios 1-4a

1. Dibuja un Begmento de recta numerica de 6.pulgadas de -
longitud Marca punﬁos con separaciones de una pulgada
y coloca el origen en el punto medio del segmento. ~ Sobre
la recta, fiJa los siguientes puntOS*

A, B, oln, mo), (@), 2.

2. (a) En.el problema 1, ;qué distancla hay, en pulgadas,
entre el punto marcado con T y el punto narcado .

(b) ‘GQué distancia hay entre P y B9
{(¢) :Qué distancia hay entre L y B?
(a) '3Qué distancia hay del ordgen a A?

3. Utilizando una recta numérica con una pulgada como unldad
de longitud, marca los puntos sigulentes:

< oo, s@. p(@), Fo). ER.
4, S1 el segmento "ad recta del problema 3 fuera una carretera
y se la dibujara a una escala tal que 1 pulgada;represente
1 milla, ;qué distancla en “millas habria entre los. siguientes
puntps de la carretera?
{a) '\F y R . . (b) D y' E

N LAY

N

~ -~

o

. con L? - . : g « \ ?

[ ike,

LA Y
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. 5" Dibuja una recta numérica en posicion vertical en vez de

horizontal. Marca tu escala numérica con numeros positIVOs

* por encima del origen v negativos debaJo del origen. Marca

los pun%os que corresponden a los™ nﬁmeros racionales O,(lbfi,

IR 3,:,“13 ‘2, 3y Th

3 - i . :
Coordenadas en el plan N | .

Del trabajo previo que has hecho en el presente capitqu, se
deduce. que las rectas numéricas pueden dibujarse tanto vertical
como'horizontalmente. ‘

.¥  Has aprendido gue una coordenada localiza un‘punto sobre 1a
recta numérica. Yn punto tal como S eh la figura‘due sigue, no
Y estd soﬁre la recta numérica ¥ no puede ser individualizado por
‘ una sola coordenada. ‘Sin £embargo, Vemos que S esté exactamente :

 ‘encima del punto A(+3) Para localizar el punto S, dlbuja una

~ ] N
N N » ~

. \:\ . ' e ’ o - A‘ - ) . L. }’
¥ a2 373 o1 6 ¥ 2 *3 4 v5 %6

" recta numérica vertical perpendicular a la recta numérica hori-
. zontal y de manera que se 1ntersequen en sus. origenes. Tu dlbyjo
debe parecerse al siguiente.‘k. N

~*

}
e

33
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La rectﬁ.numéfica horizontal se llama eje de 1as‘abscisas 0
- .ejJe X o primer eje y la recta numérica vertical se 1%ama
‘ ‘eje de las ordenadas o eje Y o segundo eje. Cuando nos
\‘referimos a ambas rectas, las llamamos ejes coordenados o

- simplemente ejes. \

\\jyﬁa determinar las coordenadas del punto S, traza- desde
el punto S .un segmento de recta perpendicular al eje X en
.t Luego traza pesde S. una perpendicular al eJe Y que 1o
iiterseca én +2. Se dice que el,punto S t;ene una abscisa

*t3 o una coordenada \ 3’ segﬁnv X, ¥y una ordenada 2 © una.
;caordenada *2 segin Y, 1o que se escribe . (+ , +2) . Usamos
v paréntqsis Y’ slempre escribhmos la abscisa antes que la ordenada.\
| - Observa cémo se han situado las coordenadas de. los puntos

‘A, B cC vy D en el dlagrama . siguiente. .

- - \- c
B 1 LA43)

-4
B
1
|
i

2

..—.“w-—'-—- - ——
-

+ —+—>
+4 +5 “+5 X

.
N

0 +i‘ +

. .
P — p——— —— —— —— — ‘iq

Cr8-1) } LT o
. |
—24-—— —4(*272) | te
) -3ﬁ ' "»
. 4t - .

Entonces P(x, y) representa al punto P en términos de
sus coordenadas{ Esto se puede repetir para todo punto del
plano. Este sistema de coordenadas se llama sistema rectangular "
porque los ejes forman angulos rectos y las distancilas de los
puntos a los ejes se miden a lo largo de las perpendiculares

e :
-7 . . e
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~‘!

baJadas desde los puntos a los ejes. A todo par ordenado de
nimeros racionales le corresponde un punto en €l plano coordenado.
Al 1ugar eh gue. esta colocado el punto con respeeto a los eJes X
e Y “se le llama marca o] traza del punto. - ‘
La ldea de slstema coordenado no te. es nueva. Cuando localizas
un punto sobre la superficie de la tierra, 1o haces determinando su
longitud ¥y su latitud. Observa que el orden en gque escribes estos
~pumeros es imgprtante. Por ejemplo, suponte que ‘tienes la longitud

. ¥ la latitud de la ciudad donde’ vives, y accldentalmente cambias ~
los numeros entre si. Es posible qué resulte la ciudad ‘en medio

. del océano. - A . v .

‘ Imaginate que escribes a un amigo para ayudarlo a locallzar -
clerto lugar en una. ciudad en que las manzanas de casas son rec-
tangulareé {las calles estan en dngulos rectos unas respecto de
\otras) Le indicas due debe partir del centro. de la. ciudad B

- caminar 3 cuadras hacla’ el este y luego 2. hacla el norte (mira
1a\figura) JSeria 1o mrlsmo decirle que camlne 2 cuadras hacia
el este 'y luego 3 hacla el norte? ,Naturalmente que no! 6Vés -

' por qué se debe tener macho cuidado al escribir un par de coordena-

das?

. .
. *

N  ° (E2N3)

N
. \
. .
. . =
> ; ’ .
. 4 ® .
B N
> N N N -
R > -
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Ejerciclos 1—hb a

" 1.. Dado el conjunto que sigue de parea ordenados de numeros
racionales, 1ocaliza los puntos del plano correspondientes\

2 esos pares:

{(4 1), (1, 0), ("o,.n, (z, h);‘(u\ u),\, . N
(LT, (73, 30, 5, 73), (75, 3), (05 75), (76, 0))

S 24 Traza en: papel cuadriculado un par de djes y dales nombre.

) Localiza los puntos de los conJuntos siguientes, marcando ‘
cada punto con sus - coordenadas‘ Emplea un par de ejes

;\»diferentes para cada conjunto. )

Conjunto A= ({6, 3)9 (7: 1), (\9: 79: (5_:‘\—1)‘: (-8: 10},

L4

(0, 0), (*1, T1), (%, 3))

Con,ju:nto B = [(13 1): (6 5):\(—3: “3); (1]:: \“{0)3 3(1"-9_"“-"6):

8, 0), (b, 75), (72, B

.3.;‘(é) \Marca los puntos del siguiente conjunto .

1]

(73,

o= 1(0,70), (71, 0), (1, 0,02, ), 'z, o),

0), (+Lﬁ))

(b)' aTe parece que todos los puntcs indicadoa en el’ eonjunto
. ¢ estan sobre una misma recta? ‘
~(e) ¢Qué observas acerca de la ordenada de cada uno de es0s

puntos?

* X
. N -

(@) Hay algun punto de esa recta para el caal la ordenada
‘ es diferente de cero?
4y (a) Marca los puntos del sigﬁiente conjunto: ‘
D= 10, 0), (0 1), (0 1), (0, T, (o +2),

(0,

—3): (~0 3)] ) B N

r

(b) ;Te parecé que todos los puntos indicados en gl con-

Junto D

es 4dn sobre una misma recta?

(¢) ¢Qué observas acerca de la abscisa de cada uno de esos

” puntos?

3

(@) iHay algun punto de esa recta cuya abscisa es diferente

de cexro?

‘5Has'obseranO que los semiplanos que esqén por encima §~

... por debajJo del eje

T

X intersecan a los semiplanos de la derecha

N
R N
~ -~
- 3 . .
-
6 h bl N
N ~ » N >
\

»*

LAY
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‘y de la izquierda.del eje Y? Estas Intersecciones se fiamang
. 'cuadrahte;“j\se nnmerah\en direccidn contraria al movimlento de. R
o ;as\ﬁgujas\dei reloj comenzando con el cuadrante I en la Inter- '
\ secclén del semiplano.superior del‘éje\ X ‘con el sémiplang de la
" derecha delteje Y. “Este cuadfante no incluye los puntos del eje

-

Ordenadas ni el
™, 0

»

. 000 ¢

origen.

FER 4

-

,posi§iVb de 1as\abscisas nl los puntos del eje posiblvo de las

tho, 10)°

1%

‘Qyndgpnte
/I

t:uqu

I

£

B

o

10
7 AXKK

Y%

K 0:‘:‘ .
S

B 978-7"63-4-3-2710L N2 X 4\8 & Ne)
Cuadronte 1 “
m “6h
\ -

“(=10,710) (p-10y . "

'eﬁ

\\ Los puntos del conjunto interseccidn de estos dos semiplanos
estén’ep el primer cuadrante o cuagrante I. La interseccidn del
semiplane superlor del eje de las‘absclsas con‘e1§semiplanp que
estd a la izquierda del eje de las ordenadas es el cuadrante II.

“El cuadrante IIT es la interseccldn del semiplano inferior del
\eJe de las absclsas con el semlplano que estd a la lzqulerda del
eje de las ordenadas. El cuadrante IV es la interseccidn del '
-semlplano inferior del eje de las ;bsicsas con el,semiplano‘que

~

estd a la derecha del eje de las’ordenadas. Observa gue los ejes

' coordengﬁes no forman parte de ningin cuadrante. , '

e A

37 ‘ T
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Los numeros de los pares ordenados puedan ser positiuos,

- negativos o cero, como has visto en los ejerclclos. Ambos nﬁmeros

de un par pueden ser poéitivos,\o negatiVOs, uno puede ser posi—\
tivo y otro;negativo, uno puede ser cerc o ambos pueden ser cero..

\ Ejercicios de clase 10
1. Dados los. .pares ordenaflos que siguen, escribe el némero del
S cuadrante en el cual esta el punto representado por cada par

3

ordenado.
Pares ordenados | _ Cgadr;nte
‘ (a) (3, 5) Co 1
() (1, .
oo Ce) (w08 -
(@) (73, 1) o
(e) (8, 6) .
© (0 (7, )
‘ (g') (“‘3‘:"“5)

i

2. ‘(a) Si ambos mimeros del par ordenado de coordenadas ‘son
posit1VOs, el punto estd en el cuadrante o .

(b) Si ambos numeros del par_ordenado de ‘coordenadas son -
negativos, el punto estd en el cuadr&nte S

(¢) 81 1a abscisa e un par ordenado es negativa y.la
ordenads -es positiva, el punto estd en el cuadrante

N . -
»

(d) Si1 la abscisa de un par ordenado es positiva y 1a
ordenada es, negativa; el punto estd 'en el ‘cuadrante

E 14 - “

(a) 81 la abscisa de un par ordenado es cero y la Qrdenada

-

~

no es cero, ;ddnde estd el punto?
(b). Si1a abééisa de un par ordenado Qg_gé‘pero‘y la ordenada
, ‘es cero, jddnde estd el punto? Co .i
(¢) Si ambas coordenadas de un par ordenado son cero, ;dénde

¢+ esta e? punto?: ‘ <

Los puntos que estan sobre el eje de las absclsas o sobre
el eje de las ordenadas no estan en ninguno de los cuatro
cuadrantes. bPor que no9 i

.
1]
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o . Ejerciclos 1-40 \
S “(a) Marca los puntos del conjunto ‘L = {A(+ 1), B(+2 *3)3.
‘ {b) Utiliza una regla rectilinea para unir A con B. ~P:ri'o; o
| longa el ‘segmento de recta IE. o ‘
(¢) 4Te parece qQue la recta AB es @aralela a algune de los
.. ejes? \ \ \
2. (a) Marca los puntos del conjunto M= (a(te, 3); B('s, +3)1n
~(p) Utiliza una regla rectilinea para unir A con B. Pro;

7 .longa el segmento de recta IE, - = .
\ \(d)\ ;Te parece que la recta Xg' es paralela a alguno de los
‘ejes°

‘3. (a) Marca los puntos del conjunto' N = {A(O 0), B(+ ¥3)3,
{p) Une A con B.' ﬁrolonga el 'segmento de recta AB.
(¢) :Es la recta &B ‘paralela-a alguno de- los ejes?
4, (a)~ Marca los puntos del conjunte P = {A(+4 +4), B(* 2, 0)]
(b) Une A con B, Prolonga el segmento de recta AB,
(c¢) ' Marca los puntos del conJunto Q= [C(+6 3), D(0, +T)}
(d) Une C con -D. Prolonga el segmento‘ﬂe recta " CD.
(e) - sCudl es el conjunto Interseccidn de 1as rectas Kg' N
‘ e \ : N
.'5. (a) Marca los puntos del conjunto R {A(O o), B(%e, o},‘
c(s, *4)} en el plano coordenado. ‘ \
(v) Utiliza una regla rectilinea para unir A con ! B, B con
C, ¥ C con A, \ . b
. (c) ¢Es este triangulo escaleno, isdsceles o tecp.u!.l,a’cta-ro‘>
. 6. (a). Marca los puntos del conjunto S = {A(+ ), B( 2, 1),‘
;u - ‘ | : c(‘za 3): D(+ 2, 3)]~ ‘ . » .
~(v) Utlliza una regla rectilinea para unir A. con B, B con
C, C con D,y D con “A. >
(e) 4Es la figura un cuddrado? .
‘(d) \D_{‘bu;)a las dlagonales de 1a"figura.
(e) Las coordenadas del punto de 1nterseccion de las

. o \ éiagonales parecen ser _ \ . ‘ .
’ 7. (a) Marca los puntos del conjunto T = {A 2, +1), B(*3, *3),
it C( 2, 3): D( 3, 1)]- \ -
% (b) Utiliza una regla rectilinea para unir A con B, B con

C, C.con D, y D con A.
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(¢) ‘&Cual es el nombre del cuadrilatero formado°
(a) Traza las diagonales. del cuadrilétero ABCD \
(eﬁ Parecen ser - __1las coordenadas del punto de . .

interseccion de las diagonales.‘

1-5. Graficas . \ S . . S e .
\ Consideremos el conJunto~de puntos cuyas coordenadas (%, y)t\
satisfacen esta condicion' ! f
. oe ¥ =X
N Ddbuja un par de &jesd coordenados y dales nombres Localiza
_los sigulentes puntos: (O, 0), (1, 1), (5, 5), (T2, 72) ¥

{7y, “k).» La condicién y=x'es ‘satisfecha por cada uno de
estos puntos\porque en cada caso’ ia abscisa es igual a la .
ordenada. bPuedes‘hallar otro punto del plano cuyas=abscisa y\
ordenada sSean 1gua1es? C : : . - \

~ S% has marcado correctamente los puntos de 1a lista anterior*
podras trazar una recta que los contiene, la que también contiene

a

- otros puntos para-les euales ¥ = y : .
? . - . . ’ . . L ‘\ Y e
‘§\ . * ’ \‘ ) N
v ¥ -
» v
L 4
) = ] Y » ~
1, Graflca Qe
L J ) L) . A
S | ’ 11 X
~ > v
i e B B x B 74 I EE K

‘v \ N -

=3 )

-8 -

“? 3

. i : . N §~
A W h Ca
- » . -
\ . |
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ﬁHay algun‘punto sobre esta rectavcuya ordenada sea. diferente
~‘jde su absclsa? La grafilca del conjunto de punxos descrito por la :
S | ‘f: condicidn y = x \es la recta que pasa por el orilgen, se e:rﬂ:.:lende;~ o
C . por 1os~cugdraptes 1y ;II N forma angulos de 1gua1 medida con

X ~ \
B los-ejes coordenados. . = - o .
N . - . > .: . . R - Y
- ‘ . Ejercicios de clage 1-5 )
) . \ . . \.'; R . . \ B . . , .
o N . R .
Y .
o AL e
Para egtos - 1 11, o T A = :
- ejercicios, wsa I { [ [ M TTF 2= i“_-
T4 la figura de 1a- L4 L IR NP i .
- derecha. _ —HHRTritiyaAdebmesss 0
: A | Ehaiel L L
‘ w} g =g ~4.-3 ) " N : »
. » c N it i ‘ ‘
‘ -~ 3 d r..‘oll * . F
RO e \ ) 3T i 3 ::.... “:“ .. - .
R S ) R O I 231 it ey 3 5 :::‘ R “ septaspoaihase . B
- . » N R B .‘:g:“ i £ B HHE '“ (15 £ oo B T : .
” " . I I £ 5 R i R S BhHE R S
o b Acabamos de ver que una recta ccntiene todos los puntos que
N -satisfacen la condlcidn -y = = X' Consideremos ahdra la condi-\ ‘
_cidn y > x., El par ®rdenado (3, 5) satisface,esta congdl-
R c;gp 6Qué letra 1o designa en la’ figura” Otro par ordenado ~d
. que satisface la- condicion y>x es (71, B). aQné letra S
o \ designa este punto en la figura9 Algunos otros pares que
S satisfacen esa condicion ‘son: (1, 2), (4, 6), ("4, 0), (o, 6)
Py ('6 6) ‘6Qu§\1etras se han empleagp‘pdra designar esos .
_____d.___pm.b%.g e - —- - NN -~ - 5 g e e
2. *Hasta ahora’ todos*los puntos cuyas pares ordenados satisfacen
' 1la condicign ¥y > x parecen estar coldcados encima de la
recta.\sDeberemos tambidn examinar 1as coordenadas de los C
> ‘ S puntos ¢, H y R, pues también estan encima de 1la recta,’ ‘
X . . “um ' Q-,,._‘ .
. . &EBs ( 2, \&) S (° #, 23 el par ordenado designado con H?
W o~ a - . R ) - .
\ @ L
N . : \ L 'Y M
RS ‘ . . . ;:4‘1 N L
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aturalmente, dices que es ('4 2). No olvides que esto
significa» X = 4 e .y= 2. 5Satisfacen estbs valores la
fcondieién y > x9 Vérifica si los puntos C y R \ .
pertenecen" a la. condicidn ¥ > x.” jHay alguna diferencia ‘
. entre 1a condicién ¥y > x,\y la condlecidén x < y?
3. Debes recbrdar ‘que una recta en un plano determina dos semi- -
‘ \planos.~ 4Cémo se puede usar esta idea _para deseribir el
éonJunto de puntos\cuyas coordenadas satisfacen la condicidn
| y>x2 ot Vo

4, ;Ddnde estén Ios puﬁtos cuyas coordenadas‘satisfacen y < x?

. ; \ Cdmprueba marcando mentalmente los puntos correspondientes a

" {)S~i~\ los pares ordenados (1, 73), (4, 1), (2, 0), (75, 2) y .

(s, 7). oEncuentras que todos estos puntos estan en el o
“semiplano por debajo de la recta?

5. 6D6nde estdn los puntos cuyas coordenadas satisfacen X > y®?
~ ¢Estdn los puntos cuyas coordenadas satisfacen x = y en
“alguno de los semiplanog determinados por esta redta9 E;plica

tu respuesta. \ \ :

»

13

: Cénsidera.la,condiéiéh 'y = 4, que se éatisface para los
\ pareé ordenados: .(2, 4), (5, ), (T2, ¥), (7, 4) ¥y (7y, ).
c . La condicion se satisface para cualquier par ordenado cuya
 ordenada es y, ‘1ndependientemente del valor de su abscisa.
,' La grafica del conjunto de punth descrito por la condicion
= 4. eg ure recta paralela al eje de las abscisas, 4 unidades
por encima de éste. \

3

4

.. . ’.';nv |
A X C N c 1
aarzay>
1.l 1(d.4) |(34) (19) T
N 2 B T ¢ -
R _‘..;;a_.ﬂ.‘u_* ‘ b Ja . } ‘. - .._. : . = “‘

' = " ,
. 3

‘!f‘ N

LY
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Conaideremos ahora 1as siguientes condiciones'

(&) v >% = “(b) y <k
" Ny . : . . - 3 : -
53 T B R S L N E N ARERS T
FSs S5 ==:E° 185 J*e S : \ “ ~ ]

XX
2 &
%

2

T

Bl i

En el diagrama (a), la recta ¢ es la grafica del conjunto .

de puntos descrito por 1a condicién y = 4, ;Describe la condieién

2 4 al per ordenado - (2, 6)? Como la ordenada de este par

1ordenado es mayor que R 1o describe la condicidn v > k4 ‘gHa#

otrbs puntos del plano cuyas ordenadas son mayores que 42
Localiza dos puntos ‘més, K y ‘M, cuyas ordenadas Sean mayores
que 4. ;Estén estos puntos por encima de 1la recta 4? Si, estdn -
en la regién sombﬁeada, que es uno de los semiplanos determinados
por la recta y = 4. * : N -

' La gréfica del conjunto de puntos descrito por la condicidn

y >4 estd. en el semiplino superior de la recta paralela al eje
de las absclsas, y 4 wunidades por encima de este eje. La recta
no es-parte de la gréfica. - i o ..
. 'Ena parte sombreada del diagrama (b) estdn los puﬁtos que -
saiisfacen la condicion Yy < & Localizakel punto (2, 1) en esa
regidn. Como su ordenada es *menor que 4, lo describe la condicion

"y £ 4, Localiza en el plano otros ‘puntos de ordenadas menores

que U4, \6Estan esos puntos en el semiplano 1nferior de la gecta 42
Toma otros puntos del semiplano inferior determinado por.la recta &

A

r:
o 5,
ol
4
1]

-

wﬁaf
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\\para ver si satisfacen la- condicidn y <_h \
La grafica del conJuntQ de puntos descrito por la condicinn s
~~\5y £ 4 esta en el semipiano inferior determinado por 1& recta
‘ paralela al eje de las abscisas y situada 4 unidades més arriba
' de este eJe.f : N : : .

\ | _— “ggrcicios 1-5 . |
4. ‘Dibuja la grifica déI conjunto de puntos determinado por
1cada una -de las condiciones que ge indlcan a- continuacién.
Usa ejes de coordenadas diferentes para cada grafica.

(a) y = o o (8) x="3
'*g\ (v) ¥ >“$2\;° . . (n) x> 73 '
(¢) y<*2 ) x< 3
@ ox=3 () y=2 .
o) x>3 ) y> 2 :
) x<3s T @) y<z

o (m) ?Comﬁara las” grificas obtenidaS'en (a),  (b) v (e).
o (n) Compara las graficas obtenidas en {4), '(e) y (f)
\ § 2. Los’ pares ordenados (0 3),- (2 5), (73, 0), ("1, 2) ¥

: - 7? “}) ‘son algunos-de los que satisfacen la ‘condlcidn

=3+ x , . o
(a). Marca los puntos correspondientes a estos pares
‘i ordenadoa. w \

(b) Traza la recta que pasa por esos puntos.

(¢) Pinta con un 14plz de eolor el.semiplano que contlene
los puntos cuyas coordenadas satisfacen la condicidn.
¥y >3+ X o

L T

-

1-6. - Multiplicacidn de nimeros raclonales \

En la seccidn precedente hemos dibujado gréficas de algunas
ecuaciones simples. S1 desegamos construir la grafica de una
eguacidn como y = ( 2)x utilizando numeros positivos y negativos
para i, necesitaremgs encontrar p;odﬁctos,tales camo ( ?)

34
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y (72) - (4. E trabajo que hemos realizado en este capitulo y

en los precedéﬁféﬁ“ﬁﬁﬁ‘hh“ﬁfeﬁﬁrado para efectuar mult plicaciones

en las cuales uno ¢ mds de los factores sean numeros negativos.

En 1os‘EU§rcicios 1-3, empleaste en varlos casos la recta numérica

para hallar productos que contenian nimeros negativos. En el

problema 12 de esta seccién, se -te pedird que calcules productos -
. como- (2) '3 empleando 1a recta numérica. Sin embargo, consi-

deremos primero gste problema desde otro punto de vista.

" +En tus estudios anteriores debes haber considerado el conjunto

- de los miltiplos de 2. S1i los elementos de este conjunto S de .

\ escriben ordenadamente, cada nnmero puede ser obtenido sumando 2

T oal que le precede.

= {0, '2, 4, 6, 8, R :
. De manera semejante, cualquier mimero (excepto el primero). del ‘
conJunto ordenado de los multiplos de 7, puede obtenerse sumando:
7 al que le precede. o
\ {o, 7, 14, 21, 28, ...) o
: Para el conjunto T, tambien podemos decir que cada nimero se
puede obtener restando 7 del que 1e gigué. Por ejemplo, 28 -
sigue a 21, y 21 = 28 - 7.
\ Probablemente has COnstruido tablas de multiplicar como la
‘ \sigu;ente. . \ o e \ o

-

. T x|z ¥ s ST e

R d 4 {12 |16 |20 ” "
- S | 5915 | 20:| 25 ~

- > vl

6|18 |24 | 30] o,

- o ‘ o a 28155

»

En esta tabla, 30 e§ el resultado del producto 6 * 5. Esta tabla
de mnltipiicar suglere una manera de imaginar los productos de dos ¢
ndmeros racionales cuando uno de ellos, o ambos, son nimeros ‘
negativos. o




Nuestros conocimientos de aritmética nos ‘han permitido llenar

algunas de las casillas de la: tabla anterior‘

por O es O,

wutllizado la propledad de que e
-Para completar
‘que cuando vamos’ de abajo hacia arrib
- cada nimero es
tamente debajo de €1,
- Entences, la

2

n

1-6 - -
x| 2 v o0 2 3
. "2 0
. *
® "1 . ‘0 ‘ .
0 ol o] o) o | o {0
1 , el 0 1 2 3
. R T~
~ 2 0 2 4 6
3 o T3] 76 9

"columna 3".

-

También hemos
to de un nimero negativo

tablg bbservemos, por eJemplo,

N

en ‘la columna de la.derecha,
3 unida@ég}ménor.qﬁé el ‘mimero que esté inmedia- .
‘A esta columna la llamaremos
"eoluma 3" resultars -del sigulente modo:

-

/

pleba como se ve.en la siguiente pagina.

Aplicando esta nocidn al resto de 1as caslllas, la tabla se com-

3

G

L4
3

~:De manera andloga, ia "fila 3" sebd.

A

6

» 0 '
wlaglwlo|w 01}

L

“,""’,

N

N -6‘

-

3

0

3

6

9
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3176 31 0.1 '3 6 g .

. N ') ’ !' N ‘\ \
En particular, ﬁemos que la fila uperior, que ‘es 1a .
> =

“fila 2", se completa asl}

A )

| 2 [ o'l2 | 4| 6

Con otras palabras, si consé}vamos las propledades para.la multi—
plicacion de\los nimeros naturales, como las hemos recordado para
;los miltiplos de 2 y de. 7, debemos aceptar los siguientes
~ productos: : T ‘ o
(2) .« ( 2) = # v 2) - 3=.6 N .
Debes observar resultados semejantes en otras partes de la tabla,

Para cada columna y cada fila, 1la diferencia entre dos numeros con-
secutivos es un rimero fijo. En lo que a esta tabla se reflere, el

producto de dos nimeros negativos es un numero poslitivo, y el pro-

ducto ‘de un nimero negativo por un mimero positivo (en cualquier

worden) es un‘numero negativo? Estas. conclusiones son efentivamente\w;
correcgés para todos los numeros raclonales positivos ¥y negativos.
. Sin embargo, esta claro que no hemgs ﬁemostrado estos resultados nl
los hemos dado coﬁo parte de una definicidn, _Solamente hemos mos--

“trado una razdn por la cual Ias concluslones son plausibles.
Ny . N p N

N . El >
Y RN N . \ N
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L Gtra razén para adoptar las reglas anteriores en 1a4mu1tip11~
cacién €8 que estas reglas nos. permiten conservar las prOpiedades B
: conmntativa, distributiva y asoclativa usuales. Por ejemplo- LT

L 3+ (3)=0
L 2 3+ (3)1=20=0 ¢ e
2.3+ (3)1=23+2-( 3) ~6+2: (73) \

6+2° (3)=0 ‘ ‘

> ~ Aqui vemos que 2. ( 3) es el inverso aditivo"de‘_G. oy
‘4 Ademds, sabemos que "6~ es el inverso aditivo de 6.
; Por consiguilente, debemos tener 2 + {(73) = "6.° Eﬁ‘general
L el producto de un numero negativo poOr un nﬁmero positivo debe ser -
un mimero negativo. '

,/o'j‘ﬂ
- ,

»

También **: b + (7h)

" ‘

0 ’ ) ’) ) S ) ) o ) s\*

, Coy - Dhe (M- (B)r0m0 ..
‘ L75) - A ("M ="(5) « 4+ (75) « (H) \

\Y .~ Hemos, moatrado anteriorpentéd que- ~ ( 5) . h‘= h -\(‘5) = R
R % por consiguiente, ( 20) “5) - 4) =0, . a o T

. 'Esto significa que ( 5) (T4) es el inverso agitivo de
' “20.  Sabemos que +20 es el inverso aditivo de 20, luego
. estos dos mimeros deben ser iguales .y, ( 5) ( }) = 20 es
decir, el producto de dos numeros negativos debe ser un nimero .
.. positivo. = ‘

a

\ : Ejercioclos 1—6 . .
1. Observa 1a tabla ‘de multiplicar mas grande que hemos comple— o
tado en esta seccién., ¢En qué filas crecen los productos
. cuando vamos de izquierda -a derecha? N ‘
‘ 2. Respecto de la misma tabla, zen qué columnas decrecen 158
productos cuanGO"vamOS“hacia abajo?
3, Da, en orden correcto, los productos de 7 por los. enteros . .
© < - gesge "k -hasta 6. \ e * : T -
4., Da, en orden correcto, los productos de “4 por los enteroa ~ -
desde 5 hasta 5. - |
5. - pompleta la tabla que aparece a continuacidn. Si;lo‘ngce— : '~§f

» *

'sitas para’ darte cuenta del modelo, suma las columnas
‘%pr0piadas de la derecha, o suma las filas apropladas del -,

™ ~X +

. .
AN N .
- T [N ’
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e TS -,
- final de 1la tabla. Puede convenirpg completar primero las .
* fllas.y columnas para oy v t ‘
x {3 2 v 0 w2 s
\ R ) ~_»§;;\ \ } \ \ - ) B ~‘ ‘ )
5 S \ . :
a \ = B H ' ) b
. ) 1
Y
-3\ -
e T2 . ) .
. q ’ F
. R \ L
KON 2
- " 1
0 ~ R
2 - * ‘, . ..{ .
O D _ - x

6. Empleando la tabla anterior, verifica 1la propiedad conmugptiva .
7 gela multiplicacidn en estos ejemplos:- * - . Lo
da) 2y 1 (®) 3y 0 (e) 2y 3 (d)‘\y\‘?s ‘
7. Ilustra la propledad asoclatlvacde,la multiplicacion, empleando

" estos nimeros:: 'g} 1y 5

8. Usando como una suma los dos ultimos numeros de cada conJunto,

ilustra la propiedad.distributiva de la multiplicacién res—

\ pecto de la adicidn para los sigulentes con juntos de numeros: ?
o (a) "4, 3,8 (b) "2, 73,6 ~(e) T, T8, 1
'\‘\9; Halla los siguientes prodﬁ§tos: R o ?
\ (@ (W -0 (£) ¥9.(5) " (x) b-3-(5)
Sl m Mtz @ (e (9 @ (88 ()
(6) (W) 5 (m) (T10) - (T60)  (m).(73) . (72) . (1)
(@) 8. (73) (1) (20 (W) {a) (T10) - (7B) - (%)
- ‘(e) 17+ (72) () (T0.6) - (1B (o) (P (T16) - ()

h 3
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BRI

2.

e

‘1 5‘

6.

T

N

I . * - ) . N
. N . N .. . )
: LN . - j‘_ A 4 : \
e . =80~ : . -

Halla los siguientes productos'

{a)
‘;(b)
(o)

(T1) o f‘ - () 8 - (7 1) |
N7 s - ) 77 (71)

. s

N

LN

‘Muestra el uso de la recta numérica para determinar los
productos por adicidn repetida. h

- (a)

5. (2) (b) 5+ (72) (e) R "3)

Di con tus propias palabras cémo se podria usar la recta
numérica para hallar el producto (74) - 3. (Sugerencia:
Emple la propiedad conmutativa de la multiplicacidn.)

13... Un equipo de Mitbol tiene la pelota en su propia 1inea de °
45 yardas y plerde luego dos yardas en cada una de 1as
proximas tres Jugadas sucesivas.‘

(a) ', Cudl serd su nueva posicién” :
\ \o) Escribe una expresidn que contenga mimeros negativos ‘
Ke . Para obtener la respuesta. a. (a).
qpuanto debe ser n para que 2n = 18?‘ ; ' A ‘
. ¢Cudnto es N en cada una de 1as siguientes ecuacionga? \
(a) 3n= ‘36 (d) ( 3)1’1'= 30 . ~,_‘.~\ 
(v) 5n =775 " (e) (2)n="8 |
(e) ("2)n = 10 (&) 6= "1z
En estos eJercicios de multiplicacion, escribe un numero
o en el paréntesis de manera que €l enunciado sea correcto. ™
(&) (). 6="12 (1) 1+ ()=
() 5 -\(.>\=\"15‘ SR 6 ()=
e} (T10) - () =100 (k) (79) - () =8
@) (B ()=20 = (1) 5+ ()= "3
(e OB) () =20 T m) () Y (T10) = 90
@) 1Y =0 @) () - (750) = 100
\ _ : . L Lk - _ .-
(&) (TN ()= () () () =60
(h) (7 - ()=o0 )T s ()=
| x‘? R * ‘.1 'J N N
55()' . r } » .
\ o \ .



17. En estos

(a)

1-7. Divisfén | de nimeros raclonales

, /3“’ T

?

_'uﬂ-»

(a)

(o) .
oy
(GO

(o)
(s)

(6)
()

(V)

(x)

(v)
(z)

W)

ejercicios, halla los productos

(T16)  (12)
) )
25+ (3)
‘(\‘27)‘ . 0

\205; (10) - (5)
(3) <"5) (’4)‘
(5) -6 ()
“w e -3

("2) (1) + (73)

Wy v (2 st L
(3) - (73) -, (3)

(e) 2D

&

 (a) (6) - (1)
) (B - (W)
© 36
@ “&h - e
(o) B - (W
(£) (775) - (W)
@) (w) - C0)
m w10
@ o).
) Te -
(1) (5) -+ (W)
o ) (“z0) - *(321-?;
Lo a6 (Cre)
\ AN

Sabemos que e st 3 en

hemos llamado a
cval 3 ¢ n = 39.

Apliquemos 103 métodos que hemos utilizado en la division de

(¢

EY

—
—

9+3)

39
o =

S

39, entonces n= 13, pues 3+ 13 =

39+ 5= 13

~ mimeros racionalés en el séptimo grado, a la dilvisidn de nﬁmeros

‘ racionales que contienen mimeros positivos ¥ negativos.

N L\‘\

»

' \a ;

51

39.
. Ademds, en la definicién de niémero racional (CapIitulo 6, Volumen I),
el numero racional n para €l

i

-

B



En esta seccién, estudiaremos
‘ la oneracion 1nversa de, la multiplicacion.

Halla - n 81 ‘2n =
o 3 - f - - N RN ‘ ; :

' Sabemos que 2(79) =

[ ?

o . i

Entonces n =

_ También (718) + 2.5

(78) + ¢ 2), i!naginamos que

lo mismo gue esta otra:

(8)+(2)=n3

-~

)

6 (2)+ =

ot
\n=

- 8) + (72) =
* La pregunta "gCuénto es

16

divididd por

16 + ( ) =

~18.

-5 .

4,‘%uesto que

-

( ")

a

1a division solamente como

Para hallar \

(\u)=1

-

6.

‘2) tl,,a —8

4

_49"\significa"
bEprAqué nimero se -puede multiplicar
Sabemos que

Entonces, -

¢Cua1es de .los siguientes enunciados son vqrdaderos°

Ty para obtener 162"
(a) ( 63) '+ ( 9)
. (D) 45+ (75) =
(e) (78) - (*15) = 104

salvo

(a)
(e)

(f) 3 +

() =

N ‘

Podris mostrar que todos esto“é“nunciados son’ verdaderos,

(b) ¥y (e).

Antes de comenzar los eJercicios, estudia los enunciados ‘

son verdaderos.

('7)

(°7)

5 = 735

U
~
]

35

S

3

3% £ (77)

5
'(75)

+

+

52

Al

(735) + ("7)

7
T

1l

it

1

*

5

(

5

57

T

L4 ~

35 + (75) =
(i35)~f 5,
B o+ %ﬁ

("5) + ~(

7

)

‘,que se dan a continuacion ¥y cercidrate de que sabes por qué



i\.:. LN N \ . \ T - ': N Lo ’ TN ) ‘ 1 "l" \. x T ' N . . I
s Lo ¢.Cua1 es el inverso multiglicativo de ‘(3.) ? Sabemos que -
s \'(3-) £ n san**:tnversos-mu&*bipncativos si i |

[

. S . . ) R o
N . - . - AN . . R v
\ 3 - o7 : : ('3') = 1 - . . T

 ruesto que \(g)% (%)

il
L -

* tfhemos T o n = “(1\;) - .
.. Por cgnsiguienﬁe R (-,;-) ‘es el inverso multiplicativo de "f(%). N
o E,jercicios 1l SN R dEN }; _

v 1‘.‘ . Determin%. los productos: . S
S @ (W7 @ 3 (T (8 T
@) (w3 (o) (B () () (“10) + (&)
e e e (0 ey () @)@ TG
2, Determina los coclentes: T ) SO : _—
() (28) +7 (@) (TR +3 (&) B+
) e () () T2+ () () O
ST (o) ez (0) BHe (B (@) 2.m@
3. Completa 12 tabla:. | o

an

2

M
¢
&




- (a) -

n

»

7:

-

L d

B \“ ;‘:\{..\\‘:\ NN i R ) \\ - . : s
R . C N
. gy . Rk
Completa la tabla: .
N o 3 {
TR - i R Y
54 x Tx U !
- h 2 “{
. ' - 2 . '*
- o
76 ;
T 1 Vo :
g, ; ~ g
W 0 \\\__;// -
" L _—
) 2’ . . N

C N\

p-(%) ; |

-

Halla r de manera que. se conviertan en enunciados verdaderos

- las siguientes proposiciones

(e)

K

(a) —=

()

3r =

17

(.E)r = 6

~(e). 2r ;g ' (n) ("6)x

SR SN A e @)

Efectﬁa,las divislones indlcadas a continuaeion

18

23
5

-

\(E) ‘:szg' B (m)‘ 64

B §

-—

_ 20 ‘
(h) i " (n) I59,

(ay <(3)r = 21 (&) (‘e =8 Jké~f

- N

-

KY

=-('?)/
(£) =" @ wor="E '

6. Escribe el inverso multiplicaxivo de cada numero del '.-t o
conjunto P: ~

- B .
]
N
3, !
[
N -
N
-3
A
i
\
-
1 - Y
-
!
L4
~
. o)
B - .
! .
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8. Hal‘la, n en cada una de 1as a:lguientes ec\uacionesw“‘i AN '
@B ezen ) 2w (W) E S
S 9‘ E&cri‘be (3-) como cociente, de dos manergs distin‘tas. RN s
" . S 2
q e T Lot T e N *
10. Halla N, sk R .;\. B ‘.3? N
(a) ‘T 6 . | (‘b) ( “Tn = 6 )
1}; Escrib dos proposiciones, empleando n, en las cuales' . ~;j\\
‘o= -(EJ\ convertiria cada proposicion en un enunciado T,
" verdadero. U ~ff“w\~~ SN , ‘ )
12, Halla n, g8 . R S |
T (&) (72500 = (e), (¢ u)n;‘i ‘(3) s

]

EONG TN 25) C e T s (W)=a 7

15; Escrihe ? de otra manera como cociente empleando dos de\‘
.. estos numerog 92; 92, 25 & '25\\f w. S
 {4,‘ Escribe dos prqusicicnes numéricas que empleen n, de manera
. que . n = 92; convierta ‘cada prnpogicion en un enunciado .
verdadero. . e . C . .
15.. Completa estos enunciadog e «
(a) Si a y b son enteros positivos‘o negativos, entonces S
- 2 es ‘el nimero racional % para-el cual .
, (b) s1 % es un mimerp racibnal entonces % es positive
sl a'y b son _ - E . ~ ~
+(c) st ‘%- es un nﬁmgro\raciohél,féntonbes ‘%- es negativo - -
, e si a 6 b es. » ¥y el otro.es ____ -
Yoegy 0 e - ‘ * "
Ed »
e ' ¢ ‘ T, ‘-
1-8. Sustracdidn de nmeros ‘raclonales ° T .
La recta numérica serd util en 1a.comg?ensidn de la sustraccidn

de numeras raclonales.’ En aritmetica hemos aprendido, por ejemplo,
que si;~7_+ 4 = 11, entonces 11 =« ¥4 = 7. , Este enunciado puede
explicarse mefilante la sigulente figura: ‘ ’




Usaremos tambien esta propiedad para los numeros negativos.
Como 8 + {75) ="3, entonces 3 -(5) = 8 La figura te puede

. ayudar a comprender\esto.» \ - = :
~ ey ) - - \n N . ‘~ R \ . \~~\‘ “ L

~ i‘ La. propiedad que estamps utilizando dice que\si a+bs=
‘9 entoﬁces ¢ -b ="a,', Para hallar 7 - 4 .debemos encontrar. e1
. numero ‘que sumado a \y ‘dé 7. Como 4 +3 =1, se concluye
. que T-4=3 o N .
Para hallar ("7) - 4 debemos imaginar un numero que. -
sumado a- W, aé. 7; Lomo. ( 11) + 4 =7, resulta que - - s
(7)-11== “11. ~ : \ ‘
. _ En virtud de la propiedad conmutativa de la adicidn,
T oa + b = b+ a, todo enunglado referente a una adicién da dos

enunciados referentes a la sgstraccién. Por ejemplo: -

>

- 3+ (T2) =1, ce manefa\que 1 - ( 2) =%y 1 - 3 =

> Observa también,gue 3-2= 1‘ vy 3 +(72) = 1. Entonces
§ vémos que 3-2=33% (2., - - T
b : \'Con otras palabras, el resultado de restar 2 es el mismo
e el do sumar el Jnverso aditlvo de 2. Los ejemplos anteriores

pueden servir para verlficar?esta propledad general
- COIIIO . \3\-(5); 8 y\ 3 4 5_8

oA

s entonces .3 - (5) = 3 +5. = L.
; " Como’ 7 - 4 = 3 y 7+ (74) = 3, ~ ‘
) entonces 7. - » = £ (7H).

- LN .
) -
- a »
.
N
- ' . » )
- > n
PR

BT
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N N .
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. N .
N N L

CGomot (Y - M= 11y . (ay = .
’ . entonces (7).~ 4 = ( 7) + ( TH). o | )
—gemo . V- (Tgy =3 ¥V N B S S S T
‘-entonces 1 - ( 2) = 1 4+ 2 N
Como - 1 - 3= T2 fy t + (73)= e,
‘ entonces L1 =3 = 1 + (73). .
. -En cada uno de estos ca.aos vemos que restar un nimero es 10 mismo
que sumar su inverso adlrive. ', N C o
Y N . P“ N ) . . » R
v DR Ejercicios 1-8 - e . K
1. Suma los nﬁmeros de cada uno de los siguient’es con,juntos. \ ‘
@ "z, 5 .. f(aF , 8 (@) 78, 13,0 T2k
") - 7,77 _Me)‘ :‘2, 3, 15 () -7, 50, T14Q
. f(e). 75, 72 () 2, “6, T (1) 923, 19, 7 14
2. Halla 1a. suma de . (3) Y. ~§ y- escribe dos ecuaciones que \
B ‘contengam sustracciones, Yy que yuedan o‘btenerse de esta suma.
3, Halla x en las aiguientes ecuaclones: '\
“ - ~ R TUR
(a) (B)+ 2 = x &) "B+ = =
(3) b xe= B b2y 4 x L (13
(). (3)+ x%x+= © () (3') + X o= (—gf) .
(e) 8 + x =73 (@) ")+ x = 3
td) | 4y - L TT
- Cox + (B = .+ (h) x+\3.\= (T)
i, Cbmpleta los numeros que fgltan en cada uno de los e,jemplos\
‘ que siguen. * .
. LN . » -
(a) 8 + 5 +( )= 8
N 6 +(3)+( )= 6 . ;
T e) () & +( )=TM
(@) (Ti) + (6)+( )="11 —~o ’ ~
o . -
(e) (3) +( )+(B)= "8 '



N ‘.‘5?“

1

o T ‘Conviert.e cada pregunta del problema 5 en un- problema de
‘Por e.jemplo, ( 4) - 2 = (-’*) + ( 2)

A
8.

I '

(v

()

.

w

8-

u)<3)+(w+( i)ﬁ

Al

sumar el inverso aditivo.
.Efectia las siguientes sustracciones.

(a)

(c)
(@
(e)

(&)

(m)~(m
¥ - 6
6 - 12
8 - ("2)

(8) - =z

(78) .- (2)

(79) - 2
.

-

;’ A>

P

(n)

(1)
)
(k) .
(x)

(m)

(7)

‘ (S) + -»(Ir) + ( ; . .
(h) 11; )+ % = 31}“\ 3
~Efe.ctua las siguientés sus;traccionea‘ | .
(a) (W)= 2 (o) TR -4
®F G-t e R -

‘yuf* 8 - (3) ® B (e
£ (a) (T11) - (Tiz) | S 7 ‘\("G)f

. 6 ' Halla’ los 1nverso.s aditivos’ de ‘estos nimeros:
. (a) 10 ta) -§ *
(v) “100 o
NOR. : (£ @

9 - {73)
T- 5
F- (5)
2= 09

2 - (79) __
3- 10

3 =.(T0)”

-

»

AN

A



9. Comp

e
-

Jeta 1

w

emme):

n

as ‘slgulentes tablag:

B T RIS SRR SRRV L I

¥

2x

2x -3

-
>
.
&
LN
-
?
N -

" _hg-

(b)

Y : -

("2)x.

) o
NS 1‘» ) >
N 2
» . N
- ‘ -
. h. 5 10 9
T21 2 v
~
%
v L4 4
»
N
»
3
+ ~
>
- b
\ \
A}
{ e -
~
oo i o ——
»
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‘\f:*2-1; Redaccidn de frases ruméricas

numere, que. llamaremos x. Los matematicos usan frecuentemente

. cidos._ Se te da el siguiente dato- < - , ¢

vez que eres un detective como Sherlock Holmes o Nangy Drew?

trar. Por ‘& Jemplo, suponte que tienes este problema'a : v

+Te gustan las novelas de misteriov ~,;Te"has imaginado alguna~- jé*‘i

Algunas veces un- matematico necesita déterminar uno o més nﬁmeros

‘ desconocidos a partir de ciertos datos. En tales casos el mate- . S

matico actﬁa como un detective qne ‘trata de aclararlpn misterio.‘
" Por eJemplo, imaginate que eetés tratando de buscar cierte

letrae tales como X, ¥, Vv, etc., para representar nﬁmeros descono-

Verbalmente podiamos declr que Ts-es 5 . unidades mayef que el

)

‘ (/;;EEEES\éeeégnocido. En este eJemplo, gpuedes~detenminar\e1 nﬁmero\ i
desconocido? Probablemente sf. . o

" Algunas veces el numero desconocido no es 4an facil de encon- .

‘bumas ha - comprado un boleto para un partido de fitbol. En T.
total ha pagado $1.10 (¢ 110 cenﬁavos), 1ncluyendo el
impuesto. Si el costo. del boleto es $1 00 més que el total
del impuesto, icudl es el monto del impuesto para este‘bole%o°

;Te parece que 10 centQVOs podria "ser una buena respuesta? Re-

cuerda que el costo total es 110 centavos. Si el impuesto fuers,

10 centavos, el costo del boletq serfa $1.10. - $0.10, es decir,

$1 00. Pero esto no es correcte, pues: sl el eosto del bobeto v

fuera $1.00, este costo seria solamente $0.90 més ‘que el im-

puesto. . . : : : .
Comprobemos nuevamente los datos del problema. Debes utili-

zarlos correctamente para obtener la respuesta. Con el fin de

ayudarte a encontrar el monto del lmpuesto, emplea los datos para

- redactar una proposicién numerica. §Usemos X para representar el

mimero de centavos del impuesto. <Como el costo del boleto es 100

centavos -~ ($1.00) mis que el impuesto, debemos afiadir esta ‘

hd -

60



- mos el’ costo %ctal del boleto, x + (x + 100) ~ Entonces. obtenemos

cantidad a x para obtener el ‘coste del boleto. Entonces, el
" costo del boleto ‘puede ser representado por (x + 100)., S1.
sumamos el coatn del boleto, (x + 100) " al impuesto, X,  obtene-

esta proposicidn.numérica-

T x4+ (x % 100) = 110 o
"¢ Puedes hallar shora el monto del impuesto° La respuesta
.correcta es 5 centavos $0 05) El precio correcto del boleto
‘ $1.05.. 3Es - $1.05 - $0.05 = $1.00° : :
. Con muy pocos conocimientos de aritmética se puedeq resolver

*algunos problemas acerca de numeros. " Los problemas dificiles, ‘
sin embango, se resuelven més facilmente escribiendo una, pro-.
“posicidn numérica que establece las, condicione§ del problema. z,
En.los dos problemas anteriopes hemos empleado los datos para <

r—

eserIbir proposiciones numérggas.‘ Cada’ condicidn era un enun-

e

. .—cladq acerca de numeros.\\Algunog de esos mimeros eran conocidos .

,y otros desconocidos‘\ Por ﬁltimb, tratébsmos de hallar qué
.mimero x satisfacia la condicidn x + (x + 100) = 110,

\ En&este capitulo aprenderemos primero a escribir las pro-
posiciones numéricas referentes a los prqblemas. Ar'final del
ibapitulo aprenderemos a usar las variasipropiedades de los
nimeros para resolver 1as proposiclones numéricas mas dificiles‘

Una, proposicion que se reflere a numeros puede ser escrita
en esta forma: . . \
‘ o x+ 7= 9
Esta»proposicidn referente "a mimeros dice: ) o

"Si siete Sé SBuma a cierto numero x, el resultado es
?
nueve *

El "9" §s uha parte de la proposicidn Qumérica anterior. Otra
“parte de la proposicidn es “"x + 7", Estas expresiones, X W 7
Y 9, no son\proposiciones. Son solamente partes d proposi-
clones, y se llaman frases.

Una frase no ha¢e~afifmaciones. En una pr0posic16n refe~
rente a numeros una Jrase representi a un nimero. Una frase que
"~ desgrilbe o represepta a un numero se llama frase numerica.

\ \
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Algunas frases numéricas representan numeres particulares.
Por ejemplo, las frases numéricas (3 + 5)s 9, 755 TIT ¥ vy 10
repreaentan”numeros particulares. En cada uno de estos ejemplos, .

‘el ‘'valor de la frase numérica es conocido sin mds, o puede ser

‘determinado. Una frase numérica que representa a un nimero parti-

»

X+ T puede‘tener diferentes traduccione%, por eJemplo.

cular se llama frase numérica cerrada, O simplemente frase ce{rada,
$Qué numero esta;representado por Xx - 42 No podemos deter-

7\minar el nimero a menos que conozcamos ‘el yalor de x. Entonces,
- x - & ‘puede tener varios valores diferentes. Las frases numéricas

gue no representan un numero particular se llaman frases numéricas

- ablertas, o mas simplemente frases abiertas. Podemos imaginar una

frase ablerta como una frase cuyc valor. estd "ablerto" varias IR
a\ N . Al N NS

~\posibilidades. Son qyemplos de frases abiertas, (x - 4), 7%

(2 + z), ﬁ' y (3% + 2x). :
A fin de reSOIVer problemas utilizando proposiciones numéricas,‘

~debes ser capaz de ‘traducir las condiciones dadas en el problema

en una proposicidn ablerta. Para hacer esto,’'debes expresar los

niumeros del problema como ‘frases numéricas. Al comienzo de &sta

seccidn, hemos empleadblla prdposiqidn numérica
X+5=7 | l - R

(Es conocido el vaﬁpr'de 7?2 ;Y el de x + 52 ¢(Es 7 una frase‘~‘ o

ablerta? :Lo es X + 5% o ‘

Para trabajar con frases numericas, debes ser tambien capaz
de traducir las frases verbalmente. La frase x.+ 5 puede ser
traducida como "el mimero x aumentado en cinco". ;Se puede
traducir T7Tx cogp "siete. veces el numero x"9 ‘ o

Algunos alumnios se- confunden porque una frase abierta como

"El mimero siete sumado a x",

o) "el nimero x .aumentado en siete",
) "la suma de x Yy siete", :
o - "slete unidades mds que el mimero x".

Sin embargo, todas estas traducclones tlenen el mismo sentido mate-

mitico. Ademds, todas estas traducclones verbales significan 1o °

" mismo que "x + 7". Con la prdctica aprenderds a comprender las”

- o .
»
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R diferenteaqmansrag de expreaar una frase numérica.
3 Y . . o
: ' o _jercicios de. claae 2-1 " ‘
B

SRORINIRAION: NI N myﬁu FRE IR R T SRR U S PR S N T B
s ey R ‘\_m‘_\\» 1 . . N LY s N e AN .

\i;: Traduce cada, qna de las siguientes frases numéricas-~\ ~
. (a) Lasumade x y 5.
\ix‘:\\#(b) El némero  x disminuido en 3. :

EE (c) “m’ ‘produeto. de 8 y % ., _ N

v (@) Un cuarto- del ndmero | X. A S E

+ - (e) EIl mimero x aumentado en 10;’, l - - '
" (£) Bl ndmero 7 ‘multiplicado por x.. N ’

. (g Em nymero ‘que es 11, restado de . x. | E
- '(h) El ndmero x dividido por 2.

(1) El. nimero que es 6 menos que X. e
(1), Elimimero x disminuido.en 9. B
. 2. Para cada una de las frases numéricas -en el problema Ay | .
| halla el riimero renresentado por la frase si x = 12 en ‘
. < cada pregunta. - ~ . gl |
x;ia" 3. Tradhce verbalmente cada una de las siguientes fr&ses- o i
B O T TECIE -
B xe3 e e
(o) =t - /{ ) (£) 6) AR A\n!
'y, ‘Halla el mimero rep'eéentado por cada una' de las frases\ \ §
B nnméricas ,del probiema 3, sl x = 6. " ;
5. Halla el nﬁmero ggiresentado ppr cada una de las frases s‘é
numéricas del pr@blema 3, s1 x = "2, ‘ ?
6. . Suponte que. durante enero has ahorrado a ddlares.‘ En i
o \febrero has ahprrado 5 délares mas de 10 que hablas “g
ahorrado en. enero. T . §
* (a) Escribe; ‘una frase'abierta que, represgnte el numero de . :
. . ddlares gue has.ahorrado en febrero, i : ;
. {b) Eseribe una frase ablersa due represente el numero total ‘é
) ‘de délares que has ahorrado.’ : 3
- \ . \  §
: ‘ - . - ~ g
- . - o
3 63 >
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(2) La suma de sels y un mimero, °
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Escribe frases abiertas para representar cada una de las ¢ |
siguientes.‘ e N S i
(a) EL nimero de centavos en d‘ "dimes e
(b} E nimero de galenes en o cuartillos. _ . b
() E1 nﬁmero de ples en ¥ yardas;\ e
(d) numero de centavos en n mds Wuno “nickels“.t? o
. (e) El mimero de pulgadas en tres ples menos que‘en P pies. o
Escribe frase5~abiertas que representen ‘cada ‘una de 1as' ‘ ; |
siguientes-

(a). Un mimero mis cuatro..

(v) . La suma ‘de un mimero y del doble del nﬁmero.» o o ”§~ -

\ (¢) Un mimero aumentado en slete.
"(d)' tinco Sustraldo de un~numero.

(e) Un mimero suspraido de cinco. - o
(£) E1 producto de nueve y un ndmero. v~ A :
T(S)“El cociente de un nimero @ividido por~di;;T‘\ =

“(h) El coclente de dlez dividido por un nudmero.
(1) Un nimero sustraido del doble del wismo mimero.

(3) Tres veces un nimero dividido por dos veces el mismo
numero. \

R

' Ejercicios 2-1 . L&; -
No siempre representamos por x el numero desconocido. “Traduge
- en simbolos cada una de ‘las frases numericas gue siguen, ﬁmﬁf ‘ o
pleando la letra de cada pregunta como ritmero descongcido. Por
eJemplo, en la pregunta (a) emplea "a" como el numero descono -
cido. \ S
i

AN

() ~Ocho vgces un rimero. .

(e) Ocho veces un mimero y ese resultado aumentado en 1.

(d) Tres restado de ocho veces un nimero.

(e) E1 monto representadc por ocho veces un numero divfh*x
‘por 4, \ ‘

(f) Dos veces un mimero y ese resultado aumentado en 3.

Ag) Cinco multipl&cado por la suma de un mimero y 2.
(h) Dlez unidades menos que slete veces un numero.

L3
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. (1) Doqe dividido pbr 1a suma de un nﬁmero v 1.\
e ~ {3y vﬁuwprodncto de.dos. factores,. uno de. los cuales es 1a
3 suma de >3y cierto numero, siendo el otro la suma’
T ~“§§ 4y el mismo mimero. . . s
e, Halla el nimero representado por cada una de 1as frases
numericas del problema 1, si el numero desconocido es 3.
3. Traduce verbalmente cada’ una de las proximas frases numé—
. ricas’ abiertas.* Escribe 1a palabra numero para representar
el npmero desconocido en cada frase. = = .

»

Eiemglé. ¥y +3 | Un nimero aumentado en tres,

“ ‘ (a) 2n +. 5 | ‘ \ “ \ ‘ h
o O 6-30 e . . o N
\\ R . (C) 7(b - 1) - ) . . - \\

\ (a) 5 ‘\ \
(e) . 15+2w‘ o . L
L, Halla el rimero representado por la 'frase. abierta 2n + 5
* cuando n - toma los siguientes valores: A \
{a) n= 5 - ek n= 0
(o) n="5. - : (8Y n= "1

;5; 'Halla el nimero representado por la frase abierta 6 - 3q
cuando .q toma los sigulentes valores: i \
(a) a= 0 ~ (¢ a=*1 , .
(b) q= "1 : (d) 9= 5 ‘ '
6. Escribe una rrase numérica ablerta para representar cada
~ ‘una‘de las siguientes condiclones: T
. (a) La edad de Ana, si Ana es tres afios mayor que su
. hermano, qulen a su vez tlene x afios de edad..
(ﬁ) El 5Psto de dlez lépices a ra?én de 2z centavos cada uno.
(c) El nimero’de centavos 'en q cuartos. ‘
(8) . La edad que tenhré un nifio dentro de cinco, afios si
actualmente tiene "3 atios de edad. = -~ .
{e) La edad que tenia una nifia hace seis atios si tiene

ahors 2z afiogs de edad.

s A e R e e L ’ . M ’
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(£) E1 nﬁmérd total de puntos que alcanza Roberto en‘dos N
~partidos de baloncesto, sl ha logrado g puntos en el
‘primer partldo y el doble de este nimero en el segundo.

\(g) El ndmero de ddlares que tiene Maria después de gastar 6
| ddlares, si tenia al principio n ddlares.

(h) . La suma de las tres edades, sl la edad del. padre de o
Catalina es cuatrq .veces mayor que la edad de- ella, ¥y la
edad de la madre es veinte aﬁos mis que lai edad de

\ Catalina. - T : ~ ‘

\(i)..El numero total de Qentavos que tiene Miguel, si tiene k

b "nickels" y el numero de “dimes que tiene excede al"
‘numero de' nickels g%n* *1. \ .

7. Las frases numéricas cerradas, 1 + 2, 2+ 3 3 + 4oy b o+ Ss..

‘ \representan las sumas de parvres.de némeros consecutivos.

Escribe una frase abierta que represente la suma de dos numeros

consecutivos cualesquiera. (Sugerencia' Ni n representa el

menor de esos dos numerog, bse puede representar el mayor por
(n + 1)? ) : \ .

8. Escribe una frase abierﬂ@ﬁﬁuearepresente la suma de dos mimeros
impares consecutivos cualesguiera.

9,° Escribe una frase abierta qué represente la suma de tres
mimeros pares 00nsecutiv03 ‘cualesqylers. " .
10, Escribe una frase ablerta que represente dos multiplos de diez
'~ consecutivos cualesquiera.“

3 R -
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2-2, Redaccidn de propusiciones numéricas \
Todos usamos dlarlamente las propgsiciones. ‘Hablaaos medlante

las propgsiciones. Cuando leemos, leemos proposiclones. . En mate-

méticas necesltamos tratar con muchas ‘clases de.proposlciones.

Para explicar y estudiar las mateméticas, empleamos proposiciones.

Algunas proposiciones matematlicas establecen enunotados referentes i

_*a numeros, y las proposicicnes que estudlaremos en este capitulo

son de esta clase especlal. Considera las slgulentes prqposiciones:

LT g
o

~



\ SimbOlQS n = ‘!I, 1( “ . n > n y n- # !l ! . SN ) : Y

: sog-nombres diferentes para el mismo nﬁmero. Llamamos echacio

o= \ " + 3 = 8", : \ .

;Son verdaderas? jSon falsas? Puedes responder: "No sé.’

. ) . DN . . N ety
\ - . :
2-2 . N -58% o L.

. "La suma de 8‘~y‘\7 es "15".. T,
o . Ny - 3 gn, R }?* T .‘
: . Mgineo es mayor que 1o suma de unoﬂ§ dos", = - fﬁ;
\ \ \"3 < 2 + l'," . , N R Y N R . .
"La nga de 3 y .4 no es 1gua1 ‘al producko de \
N 3 y 4“ hd . \ . ‘ :f,‘: . \ .

Cada wna de‘estas proposiciones consistehen dos frases numéricaé
conectadas por un verbo o frase verbal. En las proposici nes
numéricas los verbos e} frases verbales se representan por os\ /¢

Una propo®icidén numerica que emplea el signo = indica
igualdad La proposicidn, x 3= 8 enuncila que X+ 3 ¥

a una proposieidén tal. SI x = 5,\e1 enunciado X+3=8 es
verdadero y cuando X noes 5, el enunciado es falso._ )
Considera la proposicion 'x -4 > T.. 5Es esta proposicion
una ecuacion9 gQue representa el signo > ? Tiene el mismo
significado que = ? Esta proposicion indica que el numero re-
presentado por Xx Y &8 mayor que el numero representado por Te
Tal prOposicion se llama una desigualdad o una inecuacidn. . Otros
ejemplos de inecuaclones son "x + 1 & 15" 'y "ex £ 18" . ~
I@unas proposiciones son verdaderas, como éstas: .

‘"4 +5=3¢+ 3" y "El sol se pone en el oeste", Sin embargo,

uede haber proposiciones gque no sean verdaderas, por ejemplo-
P
-"3 >2 + 4" y "Abraham Lincoln fue el primer presidente de

e

./ los Estados Unldos".

Considera estos enunclados:

1

"Jalme estuvo en la playa todo el dia dq ayer".

- ~ . R < -

qué Jalme se trata? - ;A qué mimero se reflere x?" Estos enulg’
ciados no son verdadéroé ni falsos, porque contienen palabras o
simbolos.que no se refieren a una. unica cosa. “Jaime"‘puede
referirse a cualquier persona que-tenga ese nombre, X puede

,;,4"1.," 7
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repreaentar ) cualquier nﬁmaro.‘ Podrias consultar las listas de

los varonés que fugron a la playa ¥y decir que, ‘81 "Jalme" significa

‘ Jaime Pérez (de San Juan), la primera proposicién es’ verdadera,+‘”“‘ ~

pero, si se reflere a .Jalme LOpez (de Ponce), es falsa~ La segunda

o ~‘:\proposicidn es verdadera sl  x = 5, pero es falsa si X =6 o sl
‘X ‘es cualgquler otro. mimero diferente de - 5 }
e - 6Qué puedes decir acerca de la verdad o falsedad de 1as tres
. sigientes proposiciones? ‘ -
"poex=TL “ S L

‘"qorge fue el primer presidente de 1os Estados Uﬁidos

"3+X=X+3" . . e o -
LN \ B - ~

‘Estas proposiciones son semejantes en’ el sentido de que-. cada una

" contiene una palabra o simbopoQ‘F puede referirse a uno cualquiera

de vanios obJetqs. Ves alguna’ diferencla entre las dos primeras

proposiciones v 1la tercera° ;Pueden las dOS primeras proposiciqnes

ser verdaderas® jPueden ser falsas las dos primeras proyﬁéiciones9 s !

aPuede ser fglsa en algﬁn caso la tercera proposicion9 )
Suponte gque una proposicion numérica contiene un simbolo como

*x 6 z., 31 el simbolo puede referirse a uno cualquiera de vari

objetas, la prOposicion se llama pr0posicion ablerta. En este

- caso se dice que las 1etras x, z, etc., representan~a la 1ncognita

6 nimero desconocido. Una proposicién ablerta no es necesarlamente

* una proposicidn verdadera. Tampoco es necesariamente una propogi—

cidén falsa. Deja ablerta la posibilidad de mayor disdhsion.
Observa la siguiente ecuacion » *95~

. 10" \ N ~

Bsta eqpacion se compone de tres partes. un verbb, =, yidos

-

. frases ablertas, x + 7 ¥ —‘_'1? La ecuacldn establece que para

. clerto numero x estas -d0s frases ablertas representan el mismo.
nimero., aPﬁedes\descubrig ese mimero x? ;Puedes encontrar

mas 'de Uno? Prueba algunos mimeros. Después de trabajar un

momento podrias decir. "La proposicidn es verdadera si x =3 ¢

x = 8, pero es falsa s1 x es cualquler otro nuimero". - Lo% \
mimeros 3 y 8 se llaman soluclones 4é 1a proposicidn abierta.f ”fi

-

~ /’ .o
. i .
- b . oo
* . . * -
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~\~Eﬂ qonjﬁnto;O{B, "8} se llama conjunto gg_sbluciones de 1a pro-
\ posiéiéﬁrabierta. \ " ;,~ “
“‘ § Cuando hallamos el conjunto completQ ae 1as soluclones de
unéaprqposicion ablerta, decimds qué hemos resuelto la proposi-\
.cién. Una ecuacidn es una ‘clase particular de proposiciones s
. numéricas Que contienen el sfmbolo ;‘. Resolver una -ecuacidn
“ significa hallar el conjunto total de. sus soluciones. 'El con-
Junto de soluciones de una"ecuacidn puede tener un’ elemenbo o)
varlos elementos, .Puede ser auin el conJunto vacio. .
Probablemente has usado va alguna clase especial de ecua-
ciones.‘ Por, eqemplo, para hailaf el mimero de unidades ‘cuadradas
° de drea de Pn rectangulo has usado la siguiente expresion- .
' .

. »

Al

LI

Ly . . . . !f‘
‘Esta es:'la abreviacidn de una regla, que en palabras reza asi:
* "E1 nimero' de unidades cuadmadas de drea de un
rectgngulo es (o, \s'igual‘a) el produfto del nimero de’ .
\’:uggggﬂes de largo por el mimero de unidades de ancho".\
e R

Cuando una regla como ésta‘ se a'brevia ¥y se escribe en 1la forma.

‘de una ecuaclicn, se le ‘1lama formula.‘ S1 se conocen el largo
"y el ancho de un’ rectangulo, @ntonces se puede utilizar esta
. férmula para hallar: el drea de esé rectangulo. oo ‘

\ “iPuedes determinar el conjunto de soluciones*de la, 1n-
ecuacion X - 4 > 7?2 ;Qué valor debe tener x para que 1a *
1hecuaclon sea verdadera9 aEs 5. 4 3 70 gEs 7T -4> 7%
6E3; 12 -4 > 72 GObservas que x - 4 >.7. es verdaders pama

“\todé ﬁﬁméro‘mayof que 112 También X -4 >7 es ralsa para

todo ‘otro valor de X. ‘Entonces el conJunto de soluciones de ~

esta - inecuacion es el conJunto de todos los numnros que "son

¢

A

mayores que 11, i \ \ ) N
N . N ® N A
L4 R N
R N ?‘ ﬁ\ Al H
v [V
> -,
. ) + .
k3 [ . M r
N . - . Y
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i~cada una de.las proposiciones hnmériéas.

C 2 (a) =+ ((T)=2 .

S 61- R o2 "

Ejercicios de elase E—Ba e M

-En los problemas 1 hasta 4 que siguen, usa tus conocl-
'mientos de aritmética para-hallar el conjunto de,soluciones de
Recuerda que cada ele—
mento del conJunto de soluciones debe ser tal que, sustituido por
da incognita, haga que la proposicién sea verdadera.\\'

1. (a) X+ 3=05

;(b) y+325 | S (e) S-h\25<3’ >
- S | (£) t+ 10,!5:
(@) x.+ ('3)‘;P

(d) m + 25

Y(c) k +13 =

6. Emplea la férmula’ a =
- -el numero de unidades cuadradas de drea

)y (M > (&) b+ (C15) = .
&) n+ (79) = MR E 3 A x.+ (15) < ?1 ~ .
- o (a)'*\“b=’12“j‘ (d) 5m<35 ‘ "  ' LR
(b)) ba % 12 V\Fﬂ’l ‘ (e) 13x = 3 r - -
(e) 5w = 35 (£) 7y= 56 .
‘.4. (a) §I=\2 ‘ (a) 3§_>‘2‘ ‘ ' -
- ‘b? §l<‘2= L “ (e) %éﬂé > ““ i ﬂ\':
- (e) %“ 2 s (D) "%“ T ,-‘\3% o

5. Una férmula para hallar el perimegtro de un recthngulo es

p=2£\ 2w,
es T ples. y cuyo, ancho es

"en el tridngulo que se muestra a la

A -

dérecha.

Halla el perimetrg de un rectangulo cuyo largo -
4 Fes. v ‘
Ebh ‘para hallar

N

{1
*Heg"

-~

-

Las eouaciones ‘se usan de muchas maneras y en muchos _Gampos -

diferentes. Resolvemos ecuaciones para hallar las corrien es en

“una red- eléctrica cuando conocemos 108 voltajes y 1las resistencias,
para disefiar aeroplanos O naves espaciales, para saber lo que esta -

- pasando en una celula ‘cancerosa. \ ,

»
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‘siguiente "los meteorélogos (busc

(

(

( \ .
. " (d) Cuando 'x se divide por 4 el coclente ‘es’

(

(

2.2, .. lga-
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I@mb;én empleamos las ecuaciones para predecir el tiempo.
cdnocen ahora métodoa que pueden predecir con mucha aproximacion
el tiempo que hard mafiana. El Unico prghlema estd en que esos
s métodos requieren la solucldn de unas’cien ‘ecuaciones

con el

: - mlsmo mimero de incdgnitas. Aun 6on\las ﬁejores calculgdoras.
\\modennas de alta velocidad, se necesitarian dos semanasip "

ara

calcular el pronéstico del . tiempod?ug,hara mafiana. Por con-

efectuan muchas aproximaciones. Simplifican las ecuaciones de
tal manera que pueden calcular el’ prcnéstico en un tlempo

cén machas incégnitas.

’suﬂipientemente corto. Podran hacer meJores pronogtieos cuando
"conOZCamos métodos mas eficaces para resolver, muchas ecuaﬁﬁones

Muthos matemdticos de primera fila estan trabajando sobre
bales problemas ¥ contimian 1la busqueda de nuevos métodos para

Algunos de ellos emplean grandes méquinas de cdlcular.

resolver ecuaciones. En los laboratorios universitarios,
gubernaﬂbntales e 1ndustria1es ‘hay actualmente miles de. mate»_
\matiCOS que trabajan dlariemente en la resolucidn de ecuaciones,

.Otros

Se

esta palabra en el diccionario)

usan métodos semeJantes a les que estas aprendiendo ahora Y ~1.1

trabajan con lapiz. y papel como 1o haces td. s

E,jercicios 2-2a \ R

1, Traduce en simbolos cada una de las siguientes propoqiciones

numéricas

b) El nimero 3 restaad de x _es igual a T.
¢c) El producto de- 8.3 x es igual a 24.

e)- Diez mds que &l mimero x és 21. RN

(f) E1 nnmerg X, multiplicado por 7 es igual a 35,

(g). El nimero 11 rgstado de x es 5.
'(h) 6 menos.que x es 15, ~ :

FEN

v

a) R mimerd x ‘aumentado’ ®n 5 es igual a 13.

9

A

e

\ (1) El,nimero x aividido por 2 es 1gua1 a, 7.
2. Determina el conjunto de soluciones de cada una de-las
'~ ecuaclones gque has esq;ito en él problema 1, empleando tus

conocimientos de aritmética. v «

3

e

Wy w

m————
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3.

iID‘e‘i:.tz.-:r'm:!.na el interés de un préstamo bancario de $750 por 3

‘Tfaduce\en sim&oibs~cada;un§\de 1as~éiguiEntes\proposibioﬁes\~ |

numéricas: - R ‘ e

-

(a)' EL nimero  x aumentado en 2 es'méyor que. &4,

" (b) ‘Elnimero  x mmltiplicado por 5 es menor que 10.

(c) El resultado de dividir x por T es mayor que 2.

~ (4) Tres menos que el mimero x ‘es mayor que 6. .

(e) El1'némero x° disminuido en 5 es mener que 13.

(f) El producto de 3 y el mimero "x es mayor que 9.
Utiliza tus conocimientos de aritmética para hallar-el conJunto
de soluclones de cada una de las desigualdades que haa escrito o
en el problema 20 B . ; S .
Traduce en palabras cada una de las proposiciones numéricas que :

rsigqen.\ Emplea el término "un mimero" o "cierto n o" para f%
\representar 1a incognita. T R o )
\(a) % + 2 o (£) 7 + (k) g‘2~“ \ - - ~§
(b) z + ( 3) =T g) a+ (T3) <k T )
(¢) 2a= 710 ) 3>9 ‘
(@) n+t(B)<9 (1) k+ (77 = 2 |

(e); Sm <15 \ (3) —=

. ) ) i 30 v

Valiéndote de, tus cogpcimientos de’ aritmética, halla el con-

~Junto de soluciones de cada-una de las proposiciones numéricas

- La férmula i = prt se usa para hallar el interds simple,

¥

del problema 5. . ‘i \ ‘ ‘ -

;Oudl es ‘el drea de.un cuadrado cuyo lado mide 1§$pu1gadas?
Utiliza A =\§2 ‘como! férmula para el &rea. \

-

donde o O

N3
1

1 es el interés en ddlares, -

p esel capital (o monto del préstamo),
r es el tipo de interés (o porcentaje de interés) anual y
t es el tlempo en aftos, s

“aflos al 6% de interés.

3
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o Se puede usar la fdrmula\ C = 27 péra hallar la longltud
‘ © de una circunferencia, donde r representa el-radlo. Deter-
mina la longltud-de una circunferencia cuyo raﬁio mlde -10 -
B  pulgadas. (Usa §;~ 6 3.14% como una aproximacidn para )
‘10, La farmula d = rt puede emplearse para hallar la distaricia
~ total recorrida con movimlento uniforme, dondeé 4 es la .
. ‘ ~medida de la distancla, t es la medida del tiempo y r es
. la velocldad. “or ejemplo, si d jestéyﬁédida en millas y t"
- en hdras, r debe estar en millas por hora. Halla la distancla:
. Qque ha viajado un automovil que se mueve.a unha ‘velocidad de
45 millas por hora (mbp.h.) durante 943 horas. \
¥11, Para hallar 19% de $750 - puedes usar la fdrmula del por-
centaje, o T . S
R o \ - b o
donde ‘p. es el porcentaje;‘r es el tanto pcr ciento, Y b
es la base. En-gste problema, r*= 19% & 0.19 y b.= §750.
\ Determina el WElor de p para esté prdblema.
#jz.‘~Determina el 4rea del piso de una habitacidn circular cuyo

A

radio es 13 ples, | Le férmula es 'A = wre, (Toma \E;axd \
3.14 para m.) . o I e
3, (a) Calcula el volumen del tanque h L
\ ‘ cilindrico dibujado a la derecha ) e
si el radio es 1 ple y la altura ! g

3§-pies. (Toma. 3; para . )

() Calpula la capacidad del tanque
en galoneé.‘ Un pie ciblco con- l
tiléne TE galones.

:£%#{;\La férmula F = %C + 32 slrve para convertlr una temperatura
‘ leida en un termdmetro Centigrado a una témpe%atura leida ®n
un termdmetro Fahrenheit. Determina la temperatura Fahrenheit
eorrecté para cada una Je las sigulentes lecturas en un -
permémetro Centigrado: ' ~ .

(a) ©° (b) 100° & (o) 370
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Graficas de los conjuntos de soluciones

\ Podemos dibujar una figura parairepresentar un canjunto de .
nﬁmeros,\asociando los nﬁmeros con los puntos de una rectaq/ Con- .
' gildera el conjunto to, .3, 6}¢ Cada elemento es un numero asociado
_con’ un punto’ de la recta. numérica. Dibujamos una: figura para,
representar este cdnjunte particular marcando puntos gruesos sobre

la recta numérica .como se muestra a. continuacidn:
]

2 T 0 Nt *3 ' ‘s ‘s .
A e e —t —9 b } o— -+ } r >
 Esta figura se llama grafica del -conjunto {0, 3; 6}. Algunas
veces es util dibujar graflcas de los conjuntos de soluciones de
las proposiciones abiertas7 e \ . A
La proposicidn | bierta, x+ 3 =28, tiene el conjunto de

-

soluciones [5} La grafica de este conjunto muestra un punto
grueso solamente en la posicién correspon@iente a 5

) M S *3 *a s -
+ + + — \ L

. ¢Cua1 es el conjunto de solucliones d€ x + 3= 3 + x? Esta

ot proposicion es verdadera para todo mimero que tomemos en vez de X.
El conjunto de soluciones de esta ecuacién es el conJunto de todos
los numeros. La grafica de este gonjunto se constfuye dibujando
una linea gruesa a lo largo de toda la recta numérica, como se ’
muestra a continuacidn: |

. "\ \,\r . \

Te 1 -0 *\ *2 *3 - *4 'S5 *6 \
‘f- Y F—— " 2 I i ) n . \n . i >

cidn x - 4 > 7. El1 coﬂﬁﬁnto de salu-
lguaddad es el conjunto de todos los numeros que
son mayores que 11. Este conjunto de soluoiones‘se representa

clones de esta

sobre la recta numérica como se muestra en segulda: | ¢
2 10 'L Y2 *3 ‘4 ‘s %8 ‘7 ‘8 *9 ‘10 W2 N3 t1e M5
’ 3
* »
* H ) / *
»ay o
74

-
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JEL hﬁméro 11 no estg!en el conJunto, lo que se indica dibujando
‘una circunferencia alrededor del punto correspondiente a 11 en
la recta mnu—;”:~
derecha de i@ijse dibuja més gruesa para mbstrar que todos los
‘C~‘puntos colocados a la derecha de 11 fstan en el conjunto de S
..sﬁluciones. \ ‘ ‘ ‘

‘ 6Cué1 es gl conjynto de soluciones de la inecuacion qQue
.8e muestra a continuacién9

N . . .f - ‘x - & <1

Debes encontrar que el conJuntQ de soluciones es el con junto de

todos los numeros menores que - 5.\ Sobre la recta numérica esto
se~representa con vhé circunferencia alrededor del punto corres~
pondiente a +5 v una 1inea gruesa dibujada a lo largo de todos

los puntos de la’ recta numerica que estan a la izquierda de +5‘
. &
He aqul la figura. \ , »
i . N .‘
. . L] )
T4 T3 T2.T1 0 Y 2 '3 *a *5 ‘s *7 '8

R
Hemos encontrado que los conJunth de soluciones para
ﬁdiferentes proposiclones numéricas pueden ser diferentes.» Algunos
~de los conjuntos de soluclones contienen solamente un numero.
Tales conjuntos pueden ser representados por un. punto grueso en ‘
la recta numérica. El1 punto grueso se dlbuja sobre el punto
que corresponde al mimero en el conjunto de soluciones. Si el
. conjunto de soluciones es el conjunto de todos’los nﬁmeros, \
© dibujamos una linea gruesa a lo largo de toda la recta rumérica.
En este caso, la& soluclidn estd representada por toda la recta
numérica. Los conJuntos de soluc;pnes para las inecuaclones
se représentan por una parte de la récta numérica. Todas las
inecuaciones que hemos estudiado se representaban por semi-
rrectas en la recta numérica. Se ha empleado una clrcunferencia .
para indicar un punto que no estd incluido en el conJunto de las
soluciones. » Y

»

Ejerciclos de clase 2-2b -
:Cusl es el conJunto de soluciones .dibujado en cada una de
las graficas siguientes9' ’ : ‘

¥ -

FYe

-

a. La pa,m de la recta numérica que estd a la |
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Aﬁn no estamos en condiclones de resolverdecuaciones o in-
ecuaciones muy compllicadas. Por ejemplo, es mucho més diflcll
hallar el conjunto de solucilones de la proposicion numérica

) x° <9

que los conjuntos de soluciones de 1as ecuaciones e lnecuaclones
gque hemos estudlado antes, Otras prOposiciones numéricas pueden
ser mas complicadés todavia. Aprénderds mucho mgs acerca de-astas

' proposiciones numéricas complicadas al final de este capitulo y ‘
cuando estudles dlgebra el afio prdximo. ‘ f

»

-
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Aplicgndo tus conocimientos de aritmética, halla el- conJunto ot
de sojluclones para cada una de 1as siguienxes proposiciones:
numérlcas: . L : o _ T
‘%(8;) X+ 2 = ‘6 o T (e) x+ (78 > 1 ) \
(b)) ¥+x=0 o Eae L L
s o - o \ - \
(e) .2x =6 " (g) -2x < 10 K
(d) 3x<3. (h) & - x> 1 ‘

‘Para cadé una de las préposiciones numéricas del problema 1,
t representa el conjunto de soluciones sobre una recta numgrica.

RSN N

Empleando tus conocimientos de aritmética, halla el conjunto
ge soluciones para cada una de 1as sigulentes proposiciones

‘numéricas‘ ‘ . : - o ‘\‘

(a) x +1=1+x. \ (e) ‘3w‘=*"15 S

() y+(1)y>0 . (£) 1% + x-="13 ?“! )
. (c)‘si b >0 ~ ‘ (g) ﬁB‘- x = 14 \ |

\(d)~ a+2=1+a (h) §.= t 3 S

‘Para cada una de las proposiciones numéricas del problema 3,

representa el“bnjunto de soluclones'sobre una recta numérica."
Algunas veces las eguaclones o lnecuaclones son solamente
partes de una proposlcidn. Asi como puedes construir pro--

- poslciones largas empleando otras mas corta&——utilizando

n_n

_palgbras como "y", "o" y '"pero"--puedes unir var{as pro- o

posiclones numéricas para construlr otras mds 1argas.‘ Tales
proposiclones se llaman proposiciones compuestas. Considera
la. siguiegpe proposicidn numérica compuesta: . .

"x + ( h) <7 qéz; X + ( 1) > o"

Para que un nimers x sea Solucldn ‘de esta proposicidn, debe

ser solucidn de ambas proposiciones,\ x+ () 7T ¥

"x + (7). > O". -t . | :
| )

Los elementos dei conJunto‘de‘solucigpes de la prbposiéidn v

son los numeros que estan rn ambos conjuntos de soluclones,

2NN N

-



.en el de x + (TR) QT yenelde x+ (71) > 0.

El conjuntc de\soluciones de x+ ("4) <7 es e1 conjqpto de
~todosklos nﬁméros menores que 11,

El conjunto de solnciones qe x + (7 1) > 0, es el conjunto de
todos los numeros mayores que 1. * \

Cusdl es el conjunto de las soluciones de 1a proposicion
compuesta9 Indioalo sobre la recta nnmerica. \ ‘

e

lr’\ . El conjunto de soluciones de la proposicion compuesta del .
S problema 5, ;es la interseccién de los conjuntos de soludiones
. de las dos 1necuaciones, o es 1a reunion de los dos conJuntos
‘ ~de soluciones° ‘ . \

T. Determina el conJunto de soluciones de cada una de 1as \
siguientes proposiciones compﬂestas' "
(a)§+(2)<7(i X+ 4> 6
(b) x+(3)=6 y =x+(73)>6
(e) 2x>6,1 -’2‘-<3 . S |
Representa sobre la recta numérica el conjunto de solucione;\
‘de ‘cada una de las prOposiciones compuestas del. problema T.
(a) Halla el conjunto de soluciones de %2 = 9, (Hay dos
\ soluciones posibles.,) - \

(v) Representa sobre la recta numérlca el conjunto de solu-
: ciones de 1la parte (a). \
*10, (a) Halla el conjuntp de soluciones de . %% ¢ 9

- f{b) Representa sobre la recta numérica el conjunto ‘de solu-
) clones de la parte (a)

R B PO (a) "Halla el eonJuntn de soluciones de la siguiente proposl-

4 B " eidn compuesta:

a 1}

x+h=6 6 2x+ (C1r=5
o \~\(Néta:»-En maﬁemét1€é§, on signifié%;_o bien el primero,
S 0 blen el segundo, o bien‘ambos: el primero y el

- segundo.)
(b)~ Representa sobre la recta numerica el conJuntd de solu-

\ [ ciones de 1la parte (a).

-

"&I ¢
<o
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Soe' o a70- I T
\~_*12. *(g) 'Halla el conjuﬁto de soluciones para x + ( 1) = é

X + (T1) > 4. (Esta proposicidn compuesta se abrevia
~ algunas veces: x + (71) > 4) -
(b) Indica sobre la recta numérica el conjunto de soluciones :
de 1a parte (a). . T ~

»

*13 Halla el. conjunto de soluclones para Xx < 10 6 x + ? 9) > 0.\: 

La tarea Mmas 1mportante en la resolucion de problemas es,
frecuentemente 1a traduccion de prOposiciones numéricas del o
1enguaje ordinario, en palabras, al 1enguaJe matemético, o en o
simbclos.\ A menudo es tamblén la parte mas aiffeil. Cuando te
encuentres con ‘un problema come los que hemos visko antes, plensa Ik ,f

- en él cuidadosamente. A menudo encontrarés que el problema sola- |
mente exige, de una manera complicada, la resolucidn de una pro-
posicﬁdn numérica. Escribiendo la proposicién en simbolos, el

‘conJunto de soluciones puede ser mgs fdcll de encontrar.

- Es importante que comprendas que las proposiciones abiertas ‘

\ que escribes se refieren slempre a ‘nimeros.. Los problemas podran\~

" peferirse a pulgadas, a libras, a atios 0 a délares, pero las pro-
posiciones abiertas deben tratar solamente de numeros.

~ Considera este problema:  "La guma: de clerto nimero y ocho

_'es igual a doé mas que gl producto de cuatro y ese numero.
4Cudl es el numero?" EIL problema nos pilde hallar clerto mimero,
que representaremos con una letra como la x. Debemos definir
el significado de x, esto es, establecer qué representa la R
letra x., Esta es la primera etapa en la escritura de una

~ proposicidn abiérta, y es una parte muy importante del trabajo:\
que se efectia para hallar la solucién. En este %aso el
significado de- x es obvlo: "Sea x la letra que representa
al nﬁmero deéconocidp".; (En pnglemas mis diffciles, la ‘ \

‘definicidn de las letras empleadas puede ser mgs complicada. ) I

La sigulente etapa es describlr los muimeros de la proposicion, -
empleando el simbolo para la incdgnita donde se neceslte para
eépribir las frases. Las frases para este problema son:

1
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"1a sumh de un nmero y ocho" - - - - - x + 8

~ "dos mds que el producto de ‘
cuatro y el mimero" - - - - - - - - - - 4x + 2

Ya tenemos dos frases ablertas. Para otros problemas puede haber
maés de dos frasgs. Empleando estas frases, escribimos 1a proposi~ .
cion abierta que sigue~ ] . __— - v
?x + 8= 4x + 2 o o
:5Es esta proposicion una ecuacion o] una inecuacion° ¢Puedes
- conjeturar que nﬁmero hard verdadera la proposicién9 La solucion -
T es 2. ‘ . :
| Muchos de 1los problemas de esta seccidn pueden resolverse
racilmente utilizando la aritmética, y probablemente preguntaras
\_por qué . es ‘necesarlo escribir proposiciones abiertas para expresar
la condiqién de problemas tan faciles. Recuerda que en esta seccidn
QQ que maS nNos interesa no son 1as soluciones. Debes concentrarte
en\la escritura de 1as proposiciones abiertas.ﬂ Posteriormente en
- esye capitulo aprenderas a emplear 1as propiedades de los numeros
ypara hallar el conjunto de soluciones de problemas mas dificiles.

Jercicios de clase 2-2c

o Escribe una propoglcidn ablerta que establezca 1a COndicidn
expresada en cada unoog ‘ \

e los problemas que siguen. .
1. -Un tren viaja a 80 millas por hora. ¢Cuanto tiempo necesitars
‘para hacer un viaje de 560 mi11a39 \

Primero: Representemps por t el nﬁ‘gro‘de horas de viaje del
‘tren. . . '

(Observa que t representa un numero. En este caso
- representa e1 nimero de horas de viaje del tren.. No es
suficiente decir‘ ?Representemos por t el tiemﬁb" ) -

Segundo: Escribe una frase que represente el nimero de millas
que el tren viaja en t heras. | ‘

Tercero: Bscribe una ecuacidn que establezca la condlcidén del
* problema. ' ‘ ‘

]
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- Maria tiene catorce aﬁos, y es clnco afios mayor que su . -~
. hermano. ;Qué edad, tiene el hermano? ‘ o
3,‘ Un nifio es cuatro afios menor que su hermana. Si el niﬁo\tiepe ~ ;
dlez afios, ;qué edad tlene su hermana? ‘ |
4, thﬂiﬁo compra cierto numero de herramientas para aero-

modelismo que cuestan 25 centavos CA a una, Gasta 5 : S
» centavos. ¢Cudntas herramientas ha comprado° \ i . :
5. Un nifio tendrd 20 afos. dentro de ?iete afios. gQué edad .

tiene actualmente9
£b. ;Cudntos pies tiene une jsa g%a cuya longitud es de 72

!m
pulgadas? - WL

o

Te GCuantos pies tiene una tabla dé! 5 yardas de longitud?
8.. Hace diez aﬁos, Ana tenia 3 aﬁos. ¢Qué edad tiene actual-

i

-«

mente? - ;
’ 9. GCuantogxdolares pueden obtenerse al camb*ar un' total de
450 . ‘peniques? . . o f I

?

10. S1 se agregan tres ddlares al doble del dinero que tiene =
‘ Pedro, el resultado es menor que veintitrés dolares. ;Qué ;
cantldad de dinero tiene Pedro? (;Serd una ecuacidn o una
ecuacion la proposicion ab%erta que establezcas para 1as |
. condiclones de este problem%f) v \ : ‘3 
- 11. A clerta velocidad un aeroPlano recorrerd mis de 500 millas
- eén dos horas. ;Para qué velocldades sers esto clerto?
12, S1 se agrega uno al doble ﬁe la edad de una nlda, el resultado
es diecinueve. ;Cudlres la edad de la nifia? \ \
13. Una persona recorre en un automovil una distancia total de

: 24Q millas a una velocida edia de 40 millas por hora,

GQué tiempo le lleva laje? ) |
! 14, Si una niiera gana 65 entavos por hora, ;cuanto ganari en
5 horas? ~ R N

_Jercicios 2-2¢
Escribe prOposicrones ablertas para cada una de las condi-
clones establecidas en les problemas 1, 2 y 3, ‘
1. Un nlfio es 7 afios mayor que su hermana. |

. \ Representemos.por x el nimero de atios de edad del niﬁk.
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WS : "La edad, de su hermana se’ representara por x - T
\ Escribe ecuasiones en que se muestre que' \ ‘ Q»
‘(a) ‘La suma de sus edades es 21, = iP_ \
(p) ZLa- edad dgel nifio es 1gua1 al doble de la edad de su
hermana.v \ - S .
. (¢) El triple de la edad de*la hermana ‘es ligual a siete mas
~ la edad del nifio. : SR \§ C .

(d) El1 producto de 2 por la edad del niﬁo es 1gual al
producto de X por ia edad de la nifia. °

\ 0\§“~Juana tiene el doble de’ dinero que Catalina. . R
' * fRepresentemos con m &l ndmero de ddlares que tlene Catalina,\>**
“‘\ *: entonces, 2m repre§gntara el~nﬁmero de ddlares que tlene '
\\‘  Juana. \‘ - ‘ | e !
‘ :Escribe ecuaclones para ‘mostrar que: ‘ ¢ o
(a) ‘Las dos juntas tienen $15. \ R 1\* '
‘(b)\ Si Juana gasta $5, ella y Catalina tendran 1a misma ;
| cantidad de dinero. L L b
‘(c)~ Si Catalina gasta tres dclares, Juana tgndra cinco veces 3
_  mds.dinero que ella, 4 f ~~f

Sea "W el némero de ples de.su anchof

Escribe ecuaclones para mostrar queag_,
(a) El doble del ancho engl mismo ‘que el 1?350 aumentado en’

tresy : - \ R N
(b) ‘34;3;%2 que el largo. se duplica. Par; tener| 1la misma
\ medida,’ debe incrementarse en 1 el producty de 3 por
. el ancho. .
(e) E1 doble del ancho suma&%‘al doble del largo 36.
 _(Este es el perimetro“del‘rectangulO.)
Para 16s problemés‘h hasta - 14, escribe proposidiones blertas

que expresen‘;? condicidn del problema.-

. 4. En dlez ailos mds el sefior Sosa tendrd cdarenta afios. aQué
edad tilene,ahora? \ R ¢\

S . ’
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si Guillermo hubiera ganado cineco ddlares més habria ganado ‘
_en total doce délares.\ -

‘Una ni

\ ‘ Una pieza es\
. Halla la 1ongitud de la pieza mds corta.

gCuanto ha ganado ya°
ES~eT doble de glta que su hermano.
e la nifia ¢
Pablo tenia

~
A “

a ™

Si 1la estatura‘

+En qué atio nasid°

10,

:Cudl es ese

AN

A4

?

10~pulgadas més larga que la otr&.

En una eleccién escolar,“Margarita recibid 5 votos més que

Julio.

en- Ia clase?

Margarita o Bien por Julib, pero no por ambos.) '~ ¢

»

Si un mimero se guma. al doble de si mismo) la suma es menor

-

6Para qué numeros es esto cierto°

>

Las poblaciones de® Minneapolis v de San Pablo reunidas,
tienen mas del doble de hablltantes que San PabXo sdloe.
) es‘la poblacion de San Pablo sl ambas poblacidnes reunidas‘ R

tienen un milldh de habitante3°

o

chal .

Patricia Y Miguel son. mellizos, pero no tienen el‘mismo peso.

- Si.. Patnicia pes

105 1ibras,.6cuanto pesa M:lguel‘7

-

"E1 atio pasado un nifio gand mis de ciento veinte dolare@

vend&endo perdddicos.
*15.? El sefior Sosa es
- aﬁes .serd. sélo dos veces mayor.

4 _veces mayor que su hiJo.

Iﬁntro de

-

4Cudngo gano mensualmente como media?

16

6Cua1es son sus edades-ahora9

;‘,‘ RER (Sugerencia Si el.hijo tiene x afios de edad squé. edad
;, )  tendrd dentrd de *16 ‘atios?) ‘
;l , *16, En clerto trianguld un angu1o tiene amplitud doble que otro.
e '\‘ El’ @Ercer angulo es tres vecks mayor, que el menor de los

c.

Q‘ )
R A

3

Co otros dos angulos.
> (Sugerencia,

¢Cuantos grados midé cada, angulo?

A

\‘-

123,

GCanPOS grados hay‘en la suma de las medidas
de las aﬁgulos de un triangulo9) o

La suma de tres numeros cardimales consecutivos es
\gCuales sag?esxos ‘tres numeros9 3

-

-

gCuan;os\votcs recibid Julio si habia 35 votantes =
(Suponte que, cada votante votd o bienmpor

A}

\\ R

6k pulgadas, bbual es la estatura de Bu. hermano° o
14 aﬁos ‘de edad en 11958,
~§Eﬂ veinte por ciento‘de un numero ‘es-

imero? LSggerencia' 20% 2 1’)\_



R N N \‘ - . N . N N
- N . “ N N N N BN N R » N
B X A . - D \ NN YN N .
i RN ” . -TR- R 2-3.
. M AN » . N N
NS [ } . ;
R \ . .
. . . R L. B N .- v

. ~\ . N - H-- & .‘. \ - . - g\\
| *18u Roberto tiene $1 25 ‘en “nickels" y “dimes . Tiene tres veges  ‘ .
C Jmas:“nickels",hue "dimes". Determina quéhtas monedas tiené &e

cada elase. -~ . o So.
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2-5‘, Determinacién de los conjuntos de soluciones S - . \*‘ N
\ Sabemos que hay muchas maneras diferentes de‘%xpresar cualquier-‘;sf
mimero.; Pox eJemplo, 25 -,-5-’29- :-735- = 30 -.5 = = (31 - 6) L
todas ‘estas manerqs de expresar el nﬁmero veinticinco, 25 es 1a f\ \‘" '
" mds simple. Conaidera 1as siguientes ecuacldnes: ve »f -

- ® N . L
» N 3. » - v * N ‘-\

* 3

O Rese8 ka6, w0, L
x+(2)—3,\10=2x‘y_ 8.3 +x ‘

Cada una de estas ecuaciones tlene como solucidn *= ;lespdécir,
si en qada ecuacién reemplazamos X por 5* dbte . e
posiciqn verdaderavy 81 reemplazamos X - por . cuafuler otro ndmero \
direrente de 5, obtenemos una proposicién falsa. ‘Estas ecuaciones ;
8e llaman eqnivalen;es porque sus conjuntos de. soiuciones son el
~ misiie conjunte. En realidad, la etwacidn, x = 5 podria también
inclulrse ‘en dla lista.h Asi.como "25 ces 1a manera mds simple- de
expreaar los varies nﬂmeros gque se 1ndiean al ‘comlenzo de esta

seccién, X = 5 es la ecuacidn mas simp}e eQuivalente a la 1iata\\

na pro-

»

de ecuacibnes dada anteriormente. R .
i*“» ' - * Jepcicios de clase 2-}a“ L e T s l
\»i Determina seis ecuaciones equivalentes a la ecuhcidn — ‘ s

A L ‘ e

2. Determiﬂé seis gcuaciones equivalentes a la- ecuacidn x = 3

»

3. Determina seis ecuaclones equivalentes a la ecuaeién 2% = 12f
oy, ¢Qué métodos se te ocurren para obtener'una o} ‘mds ecuaclones

DA equivalentes LY una ecuacidn dada? D Lo -
v “‘5.,,81 una ecuacion es equivalente a una segunda ecuaéion{ ,es \
"% 4sta equivalente a 1a primera? - oPQP qué? » , s - N
_*6, GSon equivalentes ;as dos Ecuaciones siguientes* ~x_::x +3 X
X=X - 1? R S ST
\\‘ ..»‘ \' B \‘ S NN . . .
*! . R 1 _" . ' ' T ~‘.‘§9 : ‘ >
e ‘ ': ) 2 : N Lo L
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‘ o . Considera, por ejemplo, la ecuacidn
&£ T B o ‘ x+3‘==‘\7 \ - v o T

81 x se reemplaza por una "solucidn de esta ecuacidp, % + 3 ¥
-7 son dos—nombres diferentes para el mismo numero. I.uego, Jpor
e,jemplo, (x +3) + & ¥ T+ 4 deben ser nombres del mismo -
nﬁmero, cada vez que®f x -ge reemplaza por una solucidn de la
iecuacidn dada. Como brobablemente esto es mas féoil de ver

' primero en términos numérims, eons:Lﬂera. 1o ‘giguiente‘
- Entonces, ° - . \ .
ol | . . 10+5=(15-—5)+5.'“,“\\‘

V*

*

~

Hmos sumado n mismo nume:no a-un numer@ dado, 10,\expresado de
dos ma:neré.s. Estos Bon ejemplos de la sigﬁiente propiedad

ST Prppiedad aditiva de la igudldad, S1-dos ‘numeros, a y b,
\ e son lguales (es decir; si a y b son dos .
’ R o o “ nomb:;-es dlferentes para un-milsmo nume:no) ,

sumas W mismo num&o a ‘cada uno c‘le ellos,
-‘las dos sumas sergn 1guales.

. Estc"es',‘ \ oL o \ ,

o .. - 81 a="b, entonces a+c=b+\c. &

R a ¥ '
? \Gréficamente, tendr:[amos las. siguientes figuras:
;‘s;t~c>-0° o' sl e<o ‘
o - ;‘*\1 : at+c t oatc \c‘ Q
Y, . ) : 'yl . : a :

‘ RSN b N bre . S . b
Lo ¢ C R ) )
- . . Para ver. Jedmo s aplica esto a la ecuacion X+ 3=

i observa que sl x denota una slucldn de esta- ecuacion, X + }
\ " ¥ T son dos nombres de un,mismo nimgro. Luego, (é" la pro- |

S " pledad aditiva, R . \ /l* .o

o i x4+ '3 desempe’ﬁa el papel de la letra a,

T . desempeiia el papel de la letra b,
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sl x es una solucldn de la ecuacidn. ~Entonces, sl x es solucldn
) ‘ x+3=7 . - - | ——
N también es solucidn de i ‘ ‘
 ‘\‘ R o : (x + 3) +e=T +c
para todo nﬁmero - Una manera breve de deacribir esto es decir

que obtenemos la segunda ecuacidn de la primera "sumando el mismo

numero, ¢, a ambos'miembros de la . ecﬁacidn

=3,

N - La’ eleccidn mas ﬁtil'para 'e" en el ejemplo anterior es
. vpues | ‘ ~ . N
R - (9<+3)+\(3)'\ 7+(3) S

Luegaia por 1a propiedad asociativa de la adicién, eatOwes equi-

valente a ' o Co ~

" ' xR (A= T (03

Luego\p O Vo - S x+ 0=k - 3ﬁ.‘ . «

* . ‘ Lo S Y N p
. . < s« .x=h - .

Por consiguiente, por‘la propiedad &ditiva de la igualdad, si R

»

o un némero es soiucidn de X+ 3 =17, €8 aol&cién de x =4,

procamente, si un nﬁmero es solucién de *'x = 4 podemos sumar )

.Q

ot ‘ambos miembros de la ecuacion para obtener‘

O

S m\ o X+V3—7

e

Reci-

-

y“VEr que si un ndmero es solucidn de x = 4, °también es solucidn

i e x+3=T. Entonces las ecuaciones :
“%‘ N : - ' l’ NERY . * »

oL s x=b 33.‘ X+ 3= T

son esuaclones egﬁivaléntes; es decir, sus conJuntos de soluciones\

* son uno mismo.
\ Por este medio podemos mostrar que | SR

N

. o a=b 'y a-+c¢c= b +c -
Do\ a +¢ b + c, y si a+c¢= Db+ c, entonces a =

~}Hac:lendo uso de este resultgdo, se slgue que X

»

i

son ecuaciones equivalentes, es decir, sl a=Db, entonce&

b.

> 1

A

v

T L



| AR G \ P
IR o o - . . B
"X +'7 = 10 son ecuaciones éduivalentea, pues obtenemos la

segunda sUmando 7 a ambos miembros de la ecuacidn x = 3,

? o Egernicioa de clase"!»Sb
1.~\Determina el conJunto de’ soluciones de cada una de las

ecuaciones que slguen Y coinPeba\ oluciones. , e
\ (a) x+ 4= o (e) 3=x + i \
- o _. T e
oo () x+(2)=5 . (a) "2 - X+ ( 3)

' 2l: Emplea la propiedad distributiva para simplificar cada una’
. de las. Biguientes expreslones: '

(a) Zx + 3x = ?
(b)) x + 5x =2
(¢) ("2)x + 3x = 2 h

»\d) (fx)\+\7x =

(%) + (T2)x’= 2

(2)x+ (B)x= 7.
¥ Suponte que en lugar de sumar‘ﬁn nimero conocldo a ambos
‘mierbros de la ecuacidn X+ 7 = \
que contlene 1la 1ncdgnita. Entonces te

2x + (® +.7). =plX + 10

-

Mediante la propiedad asociativa, podriamos escribir el miembro\»
. de la izquierda como {" - \
e (2x + x) + 7 o

- -

-  :Puesto que~'k -1 X, tembién" 2x + x = 2x +1 s x = (2.+ 1)x = 3x,
‘Q empleandoela propiedad*ﬁis%ributiva. Entonces, sl sumamos 2x -
[a ambos migﬁbros de la ecuacldn x + 7 = 10 ‘tenemos que )

. \ ) b
) . » ?

\-~.. Ll ) 3]{'}-7 2x+10 ‘- i : . -

S e
‘.‘\‘ - Todo esto ests muy bien, pero suponte ‘que se nos hubiera dado
. Ié ultima ecuacion._ GComo podriamos volver a la primera?. Como

o obtuvimos la, ultima eeuacion sumando 2x a los dos mlembros de

la primerar podemos obgfner la primera sumando (ax) ‘a ambos
SRR miembros de 1a.u1tima. Veamos sl estd es asi, ‘Entonces

(3N » ’

(%) +3x +.7 = T(2¢) +2x + 10°

Pero '(Ex)\+‘2x = 0, pues (2x) es el 1nveysofadit1VQ de 2x. :




'Entdnces, sumando (Zx) ‘a ambos miembroa de la ecuatidn {r

~ Pero, 8 cuanto es igual (Ex) + 3x°\ Lo sabremos grgpias\a la
;,propiedgg distributiva, procediendo de- esta manera.

“(2x) + 3% = (*2)x + 3% = ("2 + B)x =1 s Xx=%x . -

3X + 7 2x+ 10, obtenemos X+ 7= como ecuacién equivalente.

Como la solucién de esta ecuacidn es 3, la solucién de - ‘

3X 4T = 2x + 10 también es 3. Debes comprobaf esto para mostrar

que no nos hemos equivocado. \ ‘ :
Ahora podemos encontrar la solucidn de una ecuacion como

A

bx. + 5 = 3x +2 = LY

[}

Qneremos hallar uha ecuacidn equivalente eh la cual x aparezca BN
en un miembro sblameﬁte.‘ Para conseguirlo, poqpmos ‘sumar (Bx)
a ambos miembros, para abtener A

N

T(x) + hx 4 5= "(5x) +3+2 o 0 |
. . Q' 3 . N N “e ?
. Resulﬁa la pmoposicién * \ ~“
.o T x + 5= -
- " : \
\ »(Ddbqs cconpletar -1os calculps nece§arios para 11egar a.esbe )
resultado.) Entonces' sl sumamos 5 a 108 dos 1ados de esta : " -
’ecuacﬂdh (pues ,queremos tener~a &\ sola en un miembro), tenemos
x N o ¥
U N co(x % 5) + (75) f ( 5) + 2 ¢ \ff‘ :
Yoo als s (5)= (5) 2 ST
2l ) ) x *‘w\o = _} - T . j . a ' . y
N R ) N . - . N ) R : ‘; . - N “ )
. ‘ x=73 b T e e ‘
. - oo . ) h ' x» .
Entonces X = 3. es equivalente a la ecuacion 4M + 5= 3x e, T
™o ‘que muestra que 3 es SU smﬂﬁcion. _ S o s, .

La 8olucidn de la ecuacidn x & 3- ea obvla y, cdmo,es .
équivalente a la ecpacidn  4x + 5 = 3x + 2, esta‘también tiene la . ;
soluéion '3. En® realidad un método. para resolver ecuaciones es .

- hallar un equivalente de la ecuacidn propuesta que, tenga una

.Mimado  (3x) .a ambes:mlembros de la.qcua01Qn para thener uha

~ 8dlucidn evidente —es decir, .de la forma X'= -~ algin numero.-f\ <

lsemos el procedimiento que hemos Seguldo. Primero hemos

>
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ecuacion equivalente en 1a cual x aparezea en un solo mlembro:
X.+ 5 = 2. Como queriamos una ecuacion en la forma. : X = algun
numero, . hemos sumado luego 5 a ambos miembros. :‘ ,‘ \ ‘

- Para estar seguros de que no hemos ‘cometido ninguﬂ‘error,
comprobemgs que 3 es realmente una solucion de la ecuacion

. bx + 5 = 3x +.2 =
S1 x= "3, el miembro de la 1zquierda de la ecuacion e§ ’
N RNEOR Ba5=7(T12) 4527
Si :x = 3, el miembro de la derecha ie la. eduacion es
L S N S

1]

Entonces, para este valor de Xy el numero del miembro de la
izquierda es igual al‘numero del miembro de la derecha. Esta
es nuestra prueba. . : R
" Por supuesto, hay ecuaciones que no tienen solucidn‘ - Una
de tales ecuaclones es X + 3 = X, cuya imposibilidad de solucidn
jlpuede considerarse como obvia, pues ningdn mimero puede ser 3

unidades mayor que si mismo., Podemos sumar x a ambos 1lados y

a0 N
> N | " N

tener " ) ‘ !
! () + (x +3) = (%) + x Cy
S L. e T0x) + %1+ 3= (%) +x
‘_ > T 0;3‘=-0 N i
- N d
- ) ’ ; ? . 3:0
(Recuerda que asi como ~3° es.el ‘ndmero con la propiedad
{™3) + 3=0, también “x es el numero con 1a propiedad
("x) +3=0.) - . :
Entonces la ecuacidn dada es ed&ivalente a 3>=0, Esta )
no tleéne solucidn NS pgp tanto, la ecuacidn dada no tlene
soluclan, : : . . e N

R

Otras ecuaclones pueden tener varias holuciones. Considera "

Ad

&

D 3 N

N, ) . : - CYE
A ¥ ~ . i
.o, X R » B

2 =X + X. Esto es clerto para todq _Vajor de X. Probablemente
C* querrés mostrar que esta, ecuacidn®es equivalente a 0= 0 o

~r
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1.

,\Egemglo. + 3) 1. Primero Jusa 1a. propiadad aditiva y R

(b)" x+6=5 ‘ (h) x#% 10 B
‘_ . B . - . . \“ ‘ . i ‘
) x4+ 07y =t oo (a) y+f%§% - y
: . ’ i e A ;o R
c@ x+ (N =TT O T e
) \ 1 L) ¢ N ‘ N %
A . - . . >
(&) t + 6= "13 | (k) —% X S
» ) . ~ N kY . »k' J. _ ll N . ’ ? N
(£) ¥=x+3 ' nu)x+.@g=(%) ,
-~ BN L e .t
: \ > A ) ?\' .‘ L 4 A - ;
T . N
- N ~- o . \i’ NN | U ’ B
\ ~ : ‘. ‘. \)
. b ; L \)‘ . . “‘ .. at .
> - A LY :

. L’ ’ . . ‘ / T .“
. ' > N 5 . 2 .
1S {?f N \ N ‘\“ -
. & . i . Vv 1 . .\
N o -81 - ) ‘ » i . i‘ N
S N . ‘:‘ B ?»
I\‘ ) i3 3
' Yoo
\ \ jercicios 2-3& S ; s \
Empleando los métodos de’ 1a seccidn anterior, nalla. cuatrd .

Bcuaciones equivalentes a cada una de las siguientes ecuaciones-

- . SN . " »

(8) x+7=13 L oG o T

® r=x+(3) e
(c) x=T7. . o Ce

<2
- N {

-’

Emplea la propiedad aditiva.para rFsolver las\gcuaciones qQue-

se dan mds abaJo. Compruebébtus resultados.- ¥ * “f“'\?

suma 5 8 ambos miembros de 1a e uacién. Resulta.

A

; T - [x+("‘3)]+3 «11+3

Por 1a propiedad asociatiua de la adicién, esto es equivalente a ,

A

. T x +\J( + 3] : - o h
: X+ 0 = 14 . -
L AR .o Co s n ¢ . \
. “a " ’ A i . X =2 1)"' b C R 3 s - *T
* x " - .

Para comprobar este resulbado, observa que si x = 14, k + (*3)gf!

3

giees 14+ (73), 10 que es igual a fe

‘(a) x+5=6 I @) za(u)h x e

i
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Ta,

Aplica la propiedad aditiva a estas ecuaciones, sumando 103

o - nnmeros indicados, y escribe la ecuacidn, resultante. i
' N & N )
R \‘\Egemgla‘ 3% T+ U = 5 o (suma 'S R R
4 (5x + 4? ‘4) 5% (74) ‘por la- propiedad aditiva T
NN ;‘ 3x k [4 (7 m)] =1 ‘ por 1a propiedad asociativa
Y o N
S \ La ecuacion resultante es 3x 1. N
e ;lulﬁ\_;(a) Zx + 5 = 10 (suma ‘*ﬁ) t X
YT L (B) ﬁ+10=5 . fsuma "10) _ . |
PR (c) 5x 2= "2 (suma ~2) R k.
- \ - N N . \ v
. \1‘(6) 1Qx + (") =9 (suma 1) . 3 ;
L (e) 2u + 1 =11 (goma -7 1) NN
Cee . AR
PR HE) 2x 4 (73) = (suma \ 3) < N .o
kY . . . R . . . . i . /
oo e My s (3) 22 swmall)  / E
AU ‘
T Bl r(a)  sQué mimero sumas - (empleand la propiedad aditiva) para
Ch. % T resolver X + 3 = ~
x S (b)) aqué nﬂmgro sumas (empleando la prOpiedad aditiva) para
B ~ "resolver x4+ (77) = _ : E : \“
- (c) :Qué relacién hay entre 3 y 3 resngctp dé\la‘adicidnk"‘
{d) . :;Qué relacion hay entre T ¥ "7 respecto de la adizidn?
. 5 (a) 81 x= 3, jcuanto es “x? .
R (v) 81 x-= EP scudnto es  x? *
‘ . v (e) St ox = T3, jcudnto es x* Respuesta por “x,
. SN enténdemos el mimero que. tiene la propiedad x+ (x) 2 o.
o "Entoénces para x = "3, tenemos O
. N ~. o ° . . . ¥ k ‘
("3) +("x) = 0
. . _ Pero sabemos que (73) + 3 = 0. Ent#ices “x debe ser
T “igual a 3. Con otras palabras, (73) = ‘
: T @) st \x‘f ;(%J, icudnto es "x? ) 3?
AN - R -
o (e) S1 =x = "7, jcudnto.es “x? ’
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sumangdo .

~ hubiéramos comen}ado sumando
podrisa encontrar b\

R

0. ‘Al comienzo de esta seccién hemos resuelto la ecuacion

. -8‘3\—

bl

bx + 5 = 3x + 2 =

T(3x). . a ambos miembros de la ecuacion.
(hx) a los dos miembros.
solucién de esta manera° 5 Te parece que

. @8 un método- m§s simple para resolver la ecuacidn?

(a) (Tx) +.3x =2
j (o) 3X + (\“X) = ?
(e) “(ex) # -t

‘ < Resu‘elve\

Ay

. 9. -Resuelve
' 10. Resuelve
1. Resuelve

El sumar un mismo numero a los

esta ecuacidn:
esta ecuacldn:

esta ecuacion

L »
esta ecuacion:

J-

A

X+ T=x . T

2x + 3.+
: X = 2X +
3x + 5

T Simplifica cada una de 1as siguientes expresiones~

x+2" * . !

6.

2

x.

no_es el dnico método para.obtener una ecuacidn equivalente.
Podemos también multiplicar ambos mibmbros por un mismo numero.

Por ejemplo,
\ .

es una proposicidn verdadera.
por ' 3\ obtenemos

-

)’\
-

.5+2-_-'7

3(5°+ 2) = 3

. Esta proposicidn es tambiéh‘verdadera.‘

3
N
f . > > »

S1 multiplicamos ambos miembros
L N N

Y
Canr

1 3

o 7 .- -
.

propledad multiplicatiVa de la igualdad:

Propiedad multiplicativa de la ~ggaldad §1: a y b son.

,Es éierto que ca =

~

Al

Este es un ejemplo de la .

dos numeros iguales, entonces eca = cbh," -

w

' Suponte que
;gSe

» \ . R
dos mlembros de una ecuaclon -

kN

‘cb implica que a = b? Antes de reg-_

empleando 1la pfopiedad multiplicativa.

&omo. nuesﬁro método de

empleando la propiedad adltiva y en la columia de la derecha re-
solveremos una ecuacidn semejante, empleando la propledad

‘ solucion es muy parecido al que emplea la propiedad aditiva de la
. igualdad, en la columna de la idﬁuierda resolveremos una ECuacidn

v

LN

-~ . - N s '3 . a7
ponder -a esta prégunta, consideremos la solucion de una ecuaclon:
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. : N . : o . e ~.‘
nmltiplicativa. v : : - e < | \;‘
R ~Problema. Resolver 3 + x < 6. .| Provlema, Resolver‘iax\;‘Gi
\ Suma primero el 1nverso ‘ oo PrimerOamultiﬁlica ambos
2ditivo de 3 a ambos mierbros  miembros de la’scuacién, por - ;—,
de la. ecuation, para obtener & que es el inverso multiplicativo S
‘ o R : \} A de, 3, para obtener o
A (3)+(3H> 3 46 3(3x>=—<6>- o
C‘N\Uséndo la p%opiedad asociativa%\ Usando la propiedad asodﬁativa
- de 1a adicion,;; L \ ;’ de Ta multiplicacion,
‘ S ‘ : . v
(3)+3]+x=\(3)+\6 4 (3.. 3)3{23‘.. 6 ,
. o - 0 ﬁ,x =3 B S . x ?fE' | "
‘ x=;‘3 . - : 'X =\2 .

' \ S : -

- .Podemos emplear este mismo tratamiénto‘péfalelo‘Para mostrar
- que . | \ B ‘
B | g : Si ca = Cb: X c = O) entonees a = b. -

Prébléma. Demostrar que, _Problema. Para o #0 demos- -
si. c+a=c¢c + b, entonces trar que,\si ca = cb, entonces
‘ ai=\b' : 3 | a = b. o . '
& . ‘ ‘ ‘ ‘ ;
Primero suma a ambos a Primero multiplica ambos
‘mlembros de la igualdad i”c, ‘el mlembros por %3 el inverso
inverso aditivo.de c¢, para muItipligativo de ¢ (observa
obtener | que este inverso exlste sola-
L ‘ . " | mente si ¢ #’0), paTra obtener
(Te) + (e +a) = (Te) + (e +1) . =+ (ca) = 1. (ep)
* Usando la propiedad asociativa ,Usando la’ propiedad asoclativa
- e de la adicion . de la multiplicacidn, - ,
[(e) + el +a=1[(=c) +c]l+0 (Foeae (L. o ‘
oL ‘o+a=o+b | 1+ a=1-+Dby
a=b R B Ta=1 )




N 2_3

\\NK\\\\ Entonces, hemos mostrado que si #’0,\0& = cb x_ a = b son
‘ecuzclones equivalentes. Esto sign‘fica que si ¢ #£0, 1. ca = cb

. entonced Las= b; tambien que sl ¢
Apliquemos ahora este resultado a la resolucion de la ecuacion

m——

\

3x + 1 13
‘ Quefeméé dejar\solamenfe 3x en‘gn miémbrq de la;ecuacién, lo que-
podemos hacer sumando' -~ 1 °a ambos miembros, como al comlenzo de

~esta seceidn. -Resulta: . = (-

x4 1+ (T1) =3 (T1)

=~ Zx + 0 = 12 ‘ ’Q
" x=12

Como queremos encontrar una ecuacldn de la fofma X = algﬁn
\;_numero, podemos conseguirlo multiplicando ambos embrOS por %&
inverso (es decir, inverso multiplicativo) de 3i Entonces la

\eé‘eQuivalente‘ai \ %-' (3x) = %.- ({g) | i“
B \ : ‘_ (%" 3) g x =4 ’
\ \ x = 4 v >

- O

‘Hemos mostrado que la écupcidn 3x + 1 =13 es equivalentqga
‘“X~=\4. Como “x = 4 tiene la solucidn evidente 4, entonces ~4 T
es solucidn de 33X + 1 = 13. Por lo que sabemos, podemos estar
seguros de gue sl nb hemos cometido algun error en las operaciones,
X = 4 es la solucidn de la ecuacion 3% + 1 = 13, Pero como con-
» viene estar seguro, es una buena prkctica verificar la respuesta
para cerciorarse de que es realmente una solucidén, - Si reemplazambs

b ]

X por 4 en 3x + 1, obtenemos 3+ 4 + 1, que es igual a 1.
Esta es la verificacion que Quea:aiamN

S . - ° .
Ejercicios de clase @ 30 . !
1. Indica cudl de las propledades, aditiva o multipllcativa, de
e ~la ligualdad debe usarse v qué nimero debe sumarse o multipli-

carse para resolver las slgulentes ecuaciones:

»

\0 ¥y a-= b entonces ca = cb. “\"‘



\‘\L‘\‘(;b);‘\62+x-‘1 425' (i) y+6 5+ 3 . o ;
(o) (T2) + x <10’ .‘: RN G)] hoad =73 - BRI
\Qﬁd)~"5x*;‘15,‘, . R (x) - 19 ‘; \ : \~‘ .“‘“;

;(a)\ X + 10 =22 . () 18 + y 8.6

() gx=17 - () g-\,cr’o |
\ Halla los inversoa de cada uno de los siguientes nﬁmeros‘

{a) 7: Respuesta. " s el inve?&o, gpesto que 76—) @ 1.

- e v N .
Y ’ \ \ -
oy . .
SRR “ \
. e
9 N B N
v . .-86-
» .

(e) 6 = %%4 B :? - ‘(1) Egl- 15 + 0. 4\;‘§ \ fiﬁi;
(£) 4 -x20 b m) s b=;+i£‘ |

%

t

- (a) %3 Respuesta' el inverso‘ae un numero b se‘define‘

3

RO
Wi/
(&) ;i'(-ér) / o

‘cudl es cull. \ 7 . /

‘cuil. . o

®o2 T e @y

como -el nimero 5- tal que, b(g) = 1. Como ,%42)\; 1, T
2 es el 1nverso de %» . i

e 2 L v oo
Halla el iAverso- aditivo y el inverso multiplicativo de cada By
uno de 1d% numeros que siguen, tenilendo cuidado de indicar

]
»

(a) 3 (b) % s (ex\ %» ~
: ) » . ‘ - \’\

: \ Ejeralcios 2-3b -

Halla los inversos, aditivo y multiplicativo, de qada ‘unq de\;
los numeros que siguen, teniendo culdado de indicar cual es

(a) 7 : (¢) "2 o

r -
. - - :
+ »
» v a (‘
\ » £
+ -
3 r N
> » 7
* : N
. . N :.‘
+ ) A * ~ \ 2
N NN m Q- , a N
7 J N :
NN . ' N . .
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. S A =

. N . N . con . . L

. ..87\._ . S A 2.3

’ N N X . - > N RN N

. LN BN A

2. Indicando siempre dénde empleas las propiedades adiﬁV‘“ y
multiplicativa de la igualdad, res;uelve cada una ,@e laa
siguientea ecuaciones' PO T B

N ' a ~ -
\ . ~ LU v

At -
Y

ot . e N \’ \‘ 'j‘ N N
L " . N . . . . ' X S

el Omaremy o L N
: * ) ) . (d) fx 7‘-.-. “ N E - ‘ N ‘ \ R \ \ \\'.‘ e

. X ) - ‘(E) (?)x " ;\ > . . .\~ Q‘*- : \. \\;:\}\\ . .. . .\;l\ ‘ :
N R - . . ) < ~ \. \:‘_;_\ . . . \\ L .

- A \
Probemos nuestros metodos con es’ca ecuacion maa complicada,

b o 3 A
Q . (ﬁ)x-i-z 2x+-2- \ T

t

§ o Primero queremos encontrar una ec;,lacion equivalenv: en la cual N
) \ todos los términos en X estan n un s0lo miembro. \ En;g’l‘eamos,la,\ ) "
{

propiedad aditiva, sdx@n X a am‘bos miemblms-: o -

- . ‘: . §x+ [” (-E)x;+ 2] E-x-» (2x+-2-)

“ e

‘
« 457

3 ° cién que 11amaremos m
" \‘, !
; . - [-E-x + ('E')X] + 2 = (-a-x + 2x) e -2-
[ ~ ¥

» Ahora Ex + s (-2—)5 =0, ph&ﬂ (?)x es el inverso aditivo de -2-‘3:.
.Tanbién \por la propiedad tributiva, e \

L S

. R .. \ . .

; - E@Htonces la.’gcii.xaéién (A) es eqﬁivalente a e . |

* - : '0+2,=‘(%+ E)x‘+-1§‘f ~ T .
es\écir, Lo . ‘ S -

~ . . R S e e am

\ | . = 2 ! ‘ \
S ‘ o fTErte . -

* 5 \ . ’ / . N
. Como queremos que el término en 'x esté aislado en un A
o miembro de, la. eeuacion, podemos emplear ain la ﬁropiedad aditiva )

¥ _y sumar . (2-) a ambos miembros de la ecuaclén para obténer !

3

, . R 3 < . \\ - -
| I~ ”- -3 g’x / O

P ) . . L
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miembros por g, el inverso de

-88-

Comp queremcs una ecuacidn de la forma, un nimero = X,
fpodemos usar la propiedaa multiplicativa y multiplicar ‘ambos

5
z2?

—_—

. 4 2

E __, %x‘

para obtener

k\ ‘ \

~
» -

7 2R
.

‘ Finalmente (necesitards efectuar algunas etapas del cdlculo),
‘\ kenemos i e i
e Nl ox
. 3 | \ 5 ' .
‘Entorfces® & es la selucldn d~T1@ ecuacidéh

.
-

5 y hémos corrido el riesgo de equivocarnos.

e

'Eﬁtofmuestra ‘que para X
Hay otros mét@dos para resolver esta ecuacién.

(%Jx +'§ = 2x + %

La .obtencidn de este resultado ha exlgldo un largo proceso

verifﬁcar nuestro resultado.

Deberemos& pues,

' 14 N
Si. x = 3 el mfembro de la izquierda de la ecuacidn, ,

.59
’ '(%—)x + 2, se transforms en '(%) .
“(Z9) + e 1T | |
si x ﬂg,

se transforma en 2 ° 1 6 *1

-
» N4

Ul O

;(1}x + 2

COmenzaria multipiicando ambos mlembros
para hacer desaparecer las fraccilones.

te=5Yz=10

%+2=~‘(—1§0—)+\2= ‘

el miembro de la derecha ‘de la ecuacion, 2 + ?’

.12 5 =17 W

%*{6‘—‘1“6‘.

es fgual a 2X + %5

“de lg ecuacldn por 2,
En uno de los ejerciclos

siguientes se te pedira que us@s este método.-

\‘

EJercicios de. cfﬂée

>

2-3d

1‘
ecuacidn de la primera”

»

7 .
*

Ejemplo. (1) 2x + 4 =
.t (2)~ 2x = 3
St

propiedad:aditiva, sumando

®

K

Uno de ellos

$Qué propledad ge'usa, y cémo se usa’, para obtener 1a segunda .,

b
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) (a‘) (‘1) 1k+°;»=- 1“\ (£) (i) -?-;\x:ao
) " * E . ~ 5\ :
* D 1 . ) ) . ‘1 _
(2) '8'?= 0 o ’ - (2) :r;x— 5 o
. \ 7, ) 6 = o ‘ \ ~ ""(1)\ 0..3;n - 7.2"‘= [

(2) 3m - 72 =50
(1) \%}_1'26

(2) ) Jl- = "één . )

*

a

(1) 5% ~2=73%n+6 .
(2) 2x -2=6
C(e). (1) z(y+u)‘=~8~. . : B

o (2) yoek=A - K

2,V Resuelve y comprueba cada una de las sigpientes .ecuaciones:

o(a) (B =T (e) 2 =%
(b) 7= 3x +V (£) 0.4 + x = 5,28
. (¢} 6= 3w (8) 5x'- 7 =2x .
(@) +t-1.7="1.3 “(h) x= 7 - 2x .
v Ejercicios 2-3¢ |

1, Resuelve las ecuaclones que siguen, empieando las propledades T
) de "igual". Justifica cada una de las etapds de tu calculo.
i N a 3 .:. '
oL () ex+i=7 (6) z-5="4 - '
\(b)"y.—2=6 (d) 3x -5= "4 o
~ - i

2. Resuelve las sigulentes ecuaciones:

» @

A

(a) x+3=5 . (e) y.-3=1"

. . : . . »
(o) 3+y="T5 L (f) 3 -u= T8 )
(¢) Zv+3=5 (&) mw-3=5 '
(@) 3+em="T6 (h) 3 -2s="5" .
\ ) 98 ] .
. ' T -

(X 3



I S
*(1) 2w+ T=5w+ 1  *(k) 26~ 1 =5t+ 1
*(3) 152w (Blw+ 1 *(1) 15 - 5w ="2w + 1 ‘
3. (a) gQué'hﬁmero‘debes‘usér como multiplicador para resolver
‘ la ecuacidn 9x = 272 - ., . ‘\ : ‘
. (p) :Qué nimero debes emplear como multiplicador para resolver
' ‘ la ecuacidn %a:: 4o ; e ' \
(¢) :Qué' mimero debes empleatr comd multiplicador para resolver
\ " la ecuaclidn Ex =‘%@ .0 .
(@) sQué relacidn hay entre 9" ¥ %3 respecto de la multi- .°°

*  plicacién? ‘ - . _
" (e) :Qué relacidn hay entre 3.y %p rgspectOjde la multi-
- plicacidn? ' : ‘ . o,
(f) - ¢Qué relacldn hay entre %- N %3 re§pecto‘de\la multi- -
\ plicacidn? - ~ ‘

"4, Al resolver una ecuacidn como 3x + 1 = 9, has aﬁrendido‘a :
emplear primero la propiedad aditiva de la lgualdad (para
hallar 3x) ¥y luego la propledad multiplicativa de la igual -
dad (para hallar x) Algunas veces puede resultarte me Jor
invertir el orden en el cual ‘usas estas propiedades.
Empleando primero 1la propiedad multiplicativa, resueaye las

) ecugciones sigulentes: 59
(2) #(x+1)=12 ~ _F (a) 0.6(x - 0.3) = 0.2 -
, ‘(b)"7(x-2)=\13 L o(e) EpAog. :
X _* : Ix + 1 .
( ) -—3—2 5 (£) O - & .

- 5, Para resolver la ecuacién f( X) + 2 = E'+ 2x, comlienza multi-
plicando ambos miembros por 2 y obtén la ecuacidn equiqa
1ente o

(%) + & = 1 + k4x N "

» AR ¥
Luego halla la solucldn de esta ecuacldn. ¢Estd esto de
acuerdo con lefque se estudild antes? ;Te parece que este

método es mds fdcill que el otro que empleamos primero?
) . . \ F 3 Ty

"t
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"2+~4. - Resolucldén de 1necuaciones . RN ‘ ‘ . X
‘ En 1a Seccidn . 2-2 hemos obtenldo por-inspeccién las soluciones
* de varlas inecuaciones.\ P resolver inecuaciones s¢ puedén -em-~

plear tambien Tos métodos hue segulmos en la seccldn anterilor ‘paray

resolver ecuaciones. Rara mostrar la analogia, resolvamos una )

‘ecuacidn y una 1necuacion relacionada con ella.

N » * \
Para resolver x + 4= 7. Para .resolver X + 4 < T,
- o o » = x ’ ‘
Suma 4 a ambos mlembros de Suma: \4 . a ambos mlembros de la
la ecuacion;7emp1eando la pro- .inecuacldn, empleando.la prople- .
v piedad aditiva de la igualdad: | dad aditiva de la desiguéldad -
e (x+ )+ (TH)-= 7 + (7h) (x + 4) + ( 4) <7+ ( h) L
Usando la~propiedad asoclativa Usando la propiedad asociativa t
de la aWdlcidn, de la\édicion, \ L
x+M+(“H=7+(W) X+[ll+(4)]<7+(4)~ .
X +0=3 X+ 0<K3 o
Xx=3 1 ¢ "x <3

Sabemos \que cada una‘dé\las ecdaéiones de 1a\1zquierda eé
equivalente a todas las demds. En la columna de la derecha supone-.
mos .que se pueden,establecerhlas mismas propledades para las ipf
ecuaclones. Tenenos que mosfrar la propiedad\aditiva de la degl‘
lgualdad: - - s

Pﬁbpiedad aaitiva de la designaldad. S1 a < b, éntonces N

a+c<b+ec .
Para ello, suponte que ¢ = 5. Entonces a < b slgnifica que
‘ sobre la recta numérica horizontal, el punto que representa al

*

nimero a, estd a la lzquierda del punto que representa al

“mimero b. Aﬁora, el punto que representa al nﬁmefo a+ 5, gsta
% unidades a la derecha del punto que’representa al numero a;

el punto que representa a b + 5, esta 5 unlidades a la derecha .
del punto que representa a b. Entonces el punto que represehta’”
a a+ 5, estd a la lzquierda del punto que representa a b+ 5,
Esto sigrilfica que

4 a+5<b+5 .
*  En segundo lugar, sl ¢ fuera 5, el punto que representa al \ %
.
1(;() N - 3 ‘
; ) - a N .

\ T T



. 2—4 . ‘ \ ‘;‘ \~ . * ™ \;‘. ‘9‘2- . > . 1 . .,
\numero a + ( 5) esté a 5 unldades a la’ izquierda del punto que )
representa al numero a, 'y ovurre 1o mismo con’ b + ( 5) Nueva-

" mente * - "‘ - ‘ \ ’
: : - . - . ; .
- - a+(75) < 5) .
Mira esta figura: o y . —
o o5 - . a#s o
X i ! N l‘ Pl N N N N 1 ! 1 3 3
v A 1] ¥ 3 | J 1 » A 1 ¥ ¥ ¥ ¥ L
o ~ NI o :\L;w; -
. b b+5 \ b+5 b 'Y

" En general, si\:c es un numero positivo, el punto repre-
sentado por, a + ¢ estd c unidades a la derecha del punto
representado por- a, y de manera aniloga para b + ¢ 1 b.
-Luegp, si ‘¢ es un numero positivo, y., T

. a < b, entonces a + ¢ < b + c. .

¢ Por Aué valdria el mismo resultado sl c¢ fuese un nﬁmerofnegativo?
esto hemos mostrado la propledad gditiva de la desigualdad.
he ] Exactamente como en el caso de la igualdad podemos mostrar

1o sigulente: ) ' * ‘

13

Si-ac< b entonces a +c<b+ec,ysl a+ec<db+e,
~entonces a'< b, -

Esto nos dlce, que sl sumamos un ml smo nﬁmero a ambos miembros de
una deslgualdad, tenemos una desiguarﬁad equivalente. Por
lejemplo, la desigudldad o wf
. ) ‘ " _ .
: : x+ (73) <8
es equlvalente a la desigualdad [x + ( 3)] + 3 < 8 + 3; es éégir,
~ x < 11 ’ - -

Elercicios 2-4
1. Determina el conjunto de soluclones de cada una de las

»slgulentes inecuaciones: \ <
(a) x+5<7 (e) x+ (72) <8
(B) 7>x+5 ) ¥+ (73) <10
: * . »
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, . ;;;\ . ,\ . \\: .\ :: ‘ . : Z“‘ . = s, . ‘ A \ ~'~, x .
- N : 3;‘ <& ot y
A [ AN N R .
(e) Jo < y ( 3) G (i)m 3x =r- % < EK + ("3)“ e
“- . S . .\ ‘~ \: - :
(£) 2%+ 3 < x + 2 f~;,‘ (J) E“ + 3 > (EQx + 4“ el st
D )_;z N
‘ I
(8) = +14< 5wk = fk) o, 2% < x + («71 T
. O “n * N
: . o . : : “u“ oL
(h) x + P> H xSy e “\l \:- i‘- Ve e

2. Muestra qué si ¢ es'un ndmero negativo Y, si ‘a < h, entonces~
a -+, Db+ c. . U tos ‘ .
3. -Emplea la propiedad.aditiva de la ggsigualdad para mostrar que
sl a +c<b+ c, entonces a < b, v (Esto se puede lograr con’
el mismo método gque hemos empleado para las. 1gua1dades.)‘\‘ o
b, \Si a > b, ;es ¢ clerto jue a + ¢ debe ser mayor que b + c?

Si es asl, muestra por qué. =Sl no_ es asi, muestra por qué no.

<5, S1 a b, ;debe ser clerto que a + c # b 4gc? Da‘razones

Para justificar tu respuesta. RN _ S
6. Si ‘a < b, jdebe ser clerto que -2a <-2b? Muestra por qué és
_ clerto. | S ‘ . S
 *7.\ Si+ a < b, ;debe ser cierto que (72)a < (72)b? iPor quéfsi‘
“ Q@ por qué no? ‘ ~ . T
’ . Dt N ~

*

2-5. Proposiciones numéricas con dos incognitas

En los ejempYos anteriores de frases y proposiciones numéricas,
habia una sola incdgplta. Podemos también tener mgs de una incog-
nlital Observa esta proposicion. Y '

\

X+ 1=y

Si x = 3 e vs= 5, ‘ses la proposicion verdadera o) falsa9 31
=7, 6qué debe ser y para que 1la propoéicion sea’ verdadera? .
Si y =. 6, ertonces,tenemos x +,1 =" 6, ;Cuanto debe ser x -
para qu esta proposicion sea verdadera? 6Como aprendiste a
resolyer una ecuacidn tal como X + 1 = 6 en la Seccidn 2-3%.
fCada solucidn de 1a ecuacion x + 1 es un par de

'nﬁmgros. * Podemos construir una tabla con algunos de esos pares:

{Ni . » ! ) . . - : - B -
- - [
» R \ - b L4 ]
% . v \ W '
- ~ - »
~
» A ] 1 0 2
1 » hd
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w
ff Antes de continuar 1eyendo, qopia eéta
- que. faltan,~ Por ejemplo, para completar
plaza "x por 2 en la ecuacidn anterior,
pregunta: ";Cudles son los valores posﬁbles de y?'" )-‘
Seria me Jor que leyeras el resto de est

tercera fila, r m- -
Proponte: la siguienté

capitulo con 18piz
v papel en mano. No pases a Un nuevo parrafo mlientras no res- N
pondas a todas las preguntas del parrafo que estds 1eyendo.‘\En

.
-
2

‘una gran parte de esta seccion encontraras conveniente usar ademas
*Si x=0 e y=1, la ecuagidn x +.1 =y es verdadera.
Entonces, decimos que, el par (0, ) es una gbluclon de 1a \

ecuacidn. Obser“a que "la sdlualén es distinta seguﬁ qué numerb o

papel cuadriculado y regla.; . ) ) e o

se mencione primero. El par (1, 0) no eg una solucion? pueg:; -

si x=1 e y= 0, entonces ~ S NN
C ‘ X+ 1=1+1=2 '"(po 0) v

de maneXa que 1a ecuacién X + 1 ' o

1

. ? -
no es verdadera. . o . o )

*

\ Recordaras del Capitulo 1, que se llama pav ordenado a un
o par en el. eual los objetos se consideran enqéeterminado orden.

. '~~~ El par ordenado (2, 7) es el mismo que el par ordenado .
¥ - (x,y) sl x=2 e y=T, y solamente en tal caso. Este par
es diferente del par ordenado - (7, 2).+ . . .
1‘;~;~ Y El conqunto de soluclones de la proposiq;én anterior:;
NN Lo, ‘ N x+ 1 =y : - -

. »

[y
L

es un conJunto de parES ordenados de numeros. JPara qué numero y /.
. R ~ . 3 - . v .
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es el pa.r ordenado (2 y) u,n elemen“l;o Qel con,luntc de soluq;iones.w
\ L Para dibu,ja;r' el con.junto d-e SOlu;:iones en un’ papel cuad‘riﬂu» ‘
R ladq, toma dos rectas como eies de abscisas y Qrderfadas como en el 8

-

- . R 4
Vo Capitulo 15 Y dibujalas en trazo\gmeso a- 1apiz‘ ; Maroa 1@3 rectas oy
' > vertical y horizontal }como se indica a. continuac.iép: T AR
. 1\;\ \\ " i . . ‘ N . ) . ) “ > : \\ ; \\ \*‘\ .
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RIS ‘Marca en’ el papel cuadrisulado 1@3 {suﬂte& (,.G’, 1),, ('t - 2), etc,, nnS
o e \\ 5 W N
ERNAS cuyaa coordenadas estan'an e]{*con,\ﬂto de- sﬂueiones“de x + 1,-5 Ve
b Q»

Que observas con respecto a. esgs p'unbos‘? T@dos estan s,gb‘re vusna N “
e f‘igura\ge.ométrica si:mpiga':‘ (,A qué con.junto ‘dmpuiatos c.o resp—cnde el

‘ kN condunto de solucionea'? e.l Capitulo 1 ha,s a;nre@d:!,da que »tal \
\ : o cpn;}unto de puntcs se 11ama . graf‘iea de' 1a prop;aﬁigioT numerica, SO

‘o ecuacion, dada. He aqui 1a raf‘ir:a‘de x% ‘f SR ST
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de 1a echacibn

.j;' Si damqs & ,x cierto valor, obtenemasﬂpna ecuaciqn en y para
N Ssi énsayamos diferentes valores de 'x, obtenemos
diferentes ecwaciones en y para resolver.. Analogamente, st
ensayamos diférentes vglores de y, ohtenemos diferentes ecuaciones

B . J v
»

‘w resolver.‘

en. x para resolver.

1]

]

~‘Re301vemos esta ecuacion con 1os métodos aprendidos\en la

-

—

96—

L3

»

Ex ot y

b SN

6+ (71)
>

5

(76) +5

. Seccion -4, f -
g A 6+[( 6) +y]
- 6+ (6)]+vy
entonces ) ‘ y
Si ?r=5,
. luego ‘(‘6) +y
entonces (6) +y="1

Por consiguiénte; 5
<. consécuencia, (73, 5)

Sigue este ejemplo para cohpletar la tabla de soluclones de

\\‘_‘_

T

: qu\ejemp}o: Séa x = 73,
e 2(‘3) +y =71
~ ~ - E) +yes

es una solucidn,, la dnica solucidn.

\ Y
> - . N
. . . N L2

» .
A4

\ ; ; g - :
Ensayemos otro Ejemplo.y ;Cudl es el conjunto de soluclones

»
-
)
- N

1¢\ ) N

?

J
Esto da la ecuacidn :

A
N

>

por la propiledad aditiva,

poxr }a propiedad asociativa
de la adicion T,

‘En

es una soluclidn de la ecuacidh 2x + y =

2X +y = 1 que, se da a. continuacion.‘ Probablemente puedes
efectuar mentalmente algunas etapas delicalculo. \ .
* \,‘ N ‘ x > »
v = 5 )
N -1 N 9 . ? ® N
’w * O -t 3
5 L ,
. N L WS NS
- . “2 \
; ' O -
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. ) Cuando se complete’ esta tabla tendremos siete pares ordenados \
de nimeros, que estén en el conjunto de sbluoioneﬁ de la equacién f‘

ZX +¢y = ~1.. Toma un - eje de ‘absclsas y un eje:de ordenadas en el
papel cuadriculado y‘localiza los puntos. _cuyas coordenadas son eSOS’
pares ordenados. iTe parece que todos ellos estan sobre una recta°
. Traza la recta, Fija sobre la recta un punto que no sea uno de‘log

‘ siete que has dihu jado. oPuedes hallar las coordenadas de ese '

) punto midiendo cierﬁas distancias° Las coordenadas formanfun.par
et ordenado “de numeros.\ Si tu dibujo y tus~mediciones fuehen exgctos,
este par ordenado %staria también en el conJunto de '‘soluclones de “

-

-

0 1la ecuacion. ¢Lo. estd?. : ‘ C
- \Qon alos e,jempzos que has vdsto en esta seccién y en el . M

'Capitulo 1, probablemente has. conjeturado que la grafica de cual- ‘\‘
quier écuacion de la forma v :
‘ “ ax "+ by'= c . ’
- N
—en que &, b y ¢ son nmimeros conocidos——estansobre una reeta.
Esto es clerto. Por tal motivo, 11amamos habitualmante ecuacidén
1nea} a toda ecuacion de este tipo. ‘ '
\ o ‘ *.  'Ejercigios 2-5a ' )
1 1. Construye una tabla gue muestre algunos de los pares ordenados
del conjinto de solucliones de cada una de las ecuaciones que
siguen, Utilizando el mismo par de ejJes, dIbuja las grificas
de cada una de las slgulentes ecuaclones: ) \ e
- » 0 . RS
y=x+1, y=2x+1, y=3x+1 e y=(2)x+ 1.
. 2. Haz lomismo para y =x+ 1, y=x+2, ¥y =x + (73). : r
. . ’ 2 o o
3. Haz lo mis@g para X +y =0, X+y=1~y X+y= 1.
o »
. b el e o x Ty _. X _ ¥ _
.4, . Haz lo mismo 'para 7 + g = 1 ¥ 3 %-— 1.
’ 5. Haz lo mismo para y=x+1 y. Xx+y-=1. . .
6y— Haz lo mismo para y =2x+3 "' & 7y = (%)x + 3, )
! - \ v Y]
A . "
] AN
‘ hd »
. , Z
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’ * k ]
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‘ Veamos ‘otro problema en que aparecen dos ind’ognitas.~ ;Cidles
. son las longltudes’ posibles’de los lados de un rectangulo sl el

- perimetro es 16 pulgadasQ‘ Si- 1lamamos x pulgadas e vy pulgadas

‘a las long;uudes de dos lados adyacentes respectivamente, tendremos

T N
-

2x + Zy'— 16

LN

Sin embarge, ‘tengamos culdado!. Esta ecuaclidn no es una
traduccién exacta de la’ situacion real al lenguajé matemé%ico; X
iPuede ser’ la longltud dé un lado de un rectangulb un numero .
negativo de pulgadas? 5Puede ser cero pulgada39 Tienen que ser .

‘X > 0 g_ y > 0; la proposicion numérica que realmente describe '

la situacion es esta .~ . \
. N . AN ?
¥

. 2x + Zy%J 16 Yy x>0, y>0

Podemos hallar varios’ pared oxndenados’ del conjunto de
-solucibnes. ¢Cua1es de los siguientes pares son soluciones°

v ~_ ( 9): (1: 7): (2 6): ~‘\:. -
. (‘2‘: ‘2‘): (5: 3): (7: 2); \‘
- - (8, 0), (9.5, "1.5) |

'hecuerda que para que sea solucion, un par. ordenado debe hacer .
_que la proposicldn numérica completa seg vérdadera.

“ ‘ Ex +2y =16 y x> C y > 0 .

»

La grafica correspondiente a la ecuacion que apareqe en la
proposi@ion numérica anterior estd sobre una recta. Iﬁbujala.
El resto de la propesicidp "x >0:¥ > 0", 'dice que el punto
correspondiente a las condiciones establecldas debe estar en
clerto cuadtante,. GEn ‘qué cuadrante? La grafica de la propo-
‘sicidn nundrica dada es. la parte de la grafica de ™2x + 2y = 16

que v.a en,&1 primer cﬁadrante. . . -
» { . ’\ . )
. S Y

~‘ . N ‘ . - \
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> La gréfica es un segmento sin su//extremosi$como‘sefindica- S
aqui o IR o T.

gCuales de las soluciones anteriores de 1a‘groposicién .
numérica han sido marcadas en 18 rafica de la figura? e ‘ ;ﬁ;

"En este ejemplo hemos visto una pgoposicdon numérica const%ﬂ* § .
tuida por varias proposiciones numéricas mas breves, una: de las.b Sy
cuales era una ecuacion. Veamos otras proposiciones numéricas de ‘
este tipo. - T e e N

armen tiene en su por#ﬁmonedas 3 délares en monedas de diez

centaVOs y de veinticinco centavos. GCualgs son 1as Posibles com-“
binaciones que ella puede tener de estas monedas? o e .
- ., Sea d el num”B de monedas de dlez centavos (“dimes") A q~-~m
el numero de mbnedas de veinticinco centavos (cuartos) AsI como
el valor de 3 "dimes" es 10 ¢ 3 centavos, el valor de d "dimes"
es 10 - d centavos. . E1 valor total de ésas monedas es (104 + .
25q) centavos, y esto debe ser ig a .3 ddlares. Pero espera
un momento! Debemos ponernos de acuerdo sobre cémo contamds las
monedagz en centavos o en délares. Utilicemos\centavos_para
todos los célculos.\ Entonces, 3 dolhres es igual a 300‘centaVOS;

Por consiguiente, el par (d q) es una solucidn de la. ecuacion Q

»

- -

-

10d + 25q = 300 \ . ’

. Nuevamente, lcuidado' Carmen no puede tener ‘veintislete N
media "dimes", ni T3 "dimes". Las- incognitas de este problema
deben ser nimeros enteros no negatlvos, La proposicidn numerica
que Tealmente describe esta situacidn es. ¥Bd + 25q = 300, y 4,
comOVtambien q, "son enteros no negatiVOs. El .conjunto_de »
soluciones de esta proposicldn’ numérica “consta de siete‘i&res

ordenados: *~* . . ‘ AR



»

AT

Y

YN

.
T

PR NS (0, 42},
‘ S0 (20, 4)5

La . grafica de esta proposicién numerica consiste~solamente qn

siete punf%s.

N

v
v
@
M
k3

o

(5, 10), o, 'é&);*

(25,.2),

{15, 6),

\v

N

‘pues hay oitra manera de 1nterpretar el enunciado-\
‘en su portamonedas Q délares ‘en monedas de ‘diez centavos y de
*OIncluye este enunciado la posibilidad

veinticinco centavos".

Puedes estar: en desacuerdo con e&ta solucion~en un detalle,

"Carmen tiene

-~

de que - no ‘tenga ninguné\moneda de diez centavos y doce monedas de

‘velnticinco cengavos?‘
dirlan que no. Si+tu respuesta es
solucioneay hingun "dime" y

Algunas personas dirian que sf y otras
dgbes excluir’dos\
12 cuartos, y 30 "dimes" y'ningﬁn

euarto. , Estas soluciones estan representadas por 1o$ pares

ordenados : (0, -12) vy- (30, O).

-—

- - Ya hemos determinado las graficas ‘'de clertas’ ecuationes,

Ahorarveamos céme es 1a graflca de una inecuacion.
primero la tabla de soluciones de

»

*
»

-

Fad

.

Comparemos

que ya hemos
~encontrado, con la- tabla de soluclones de Yy > X +. 1.



S 7 U S e

_— - o =101- X 2—5%?
= X +‘( . Y > X+ 1 .
: — x|y . x| ¥y
» N - N a
0 1 . v > 1
‘ A I 1{>2 ,
Vi - K I s . N
N C ) ¢ — . " \ .
S S T A ‘
e Ty 0 - T1|>0

]

»Esto pone ade manifiesto gque para Xx =.1, por ejemplol ¥ puede -,
ser cualquier numero mayor’que 2; ¥y puede ser no §o
4 5, ete., sino también 2§° 23- S 2,10 Entonces, 1a grafica
de y > X 4 1 tiene la forms que se indlca en' la figura.~_La
grafica de la inecuacidn no incluye la recta misma, por lo cual
& la dibuja como linea ‘de trazos. ‘

-

b . a N . »
. . . “n .

Al a
h'.t‘ » i A y ‘.
N - ‘
- > X N
N ;
N
; ‘ \
- B )
- ! ’ b ~ ;
(La 1inea de trazosgﬁg la grafica de- y :\x + 1, Ningun punto
défesta recta esté‘eq;la grafica de y > x + 1.)
L™ ’ N n ‘ oo . N
? 1
e L .
»
\‘1 ’ l | ‘ 5
‘ NS k N
ERiC . - . \ , . R \
JArunr Provide Ic > N N “
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gCual es la. grafica de la siguiente inecuacién con dos

-
-

inédgnitas? * \ P . v T
. xy S O _— ‘ . ‘ i +

» » .

-La desigualdad dice que el producto de x e ¥y debe ser posi-
tivos Qué sabes acerca de dos numero;'cuyo producto es un nu-
mero szition .LPuede ser cero alguno de los dos? jPuede x

ser positivo e .y ser negativo en el par (ax, y) del conJunto

‘-de soluciones9 ,El par. (x, y) &8 una solucidn si tan&o X como

y sdn .- o sl tento x como y son . Completa

~los esPacioB en blanco. La grifica de esta inecu?cidn consta, W

o

entonees, de . los cuadrantes ) y f o completos.

- - N . ~
N » ~ A

»
»

Consideremo% wuna ecuaecidn que no Ss lineal, Por ejemplo,
. ‘ o ‘ 2 \
. . . = X
\ : ‘y

- . ‘ . AN

Si en esta ecuacidn tomamos un valor conoclido para x, no es
diffcil resolver la ecuacldén resultante en la incdgnita .

.Completa las sigulentes tablas de valores: “ ——
- N N \

-t
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Marca estos puntos en el papel cuadriculado.

grafica de la ecuacion. .
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'coordenadas

pargbola, jqué puedes decir acerca e y ¥ x%9

Esta curvaisé Jlama una parébdla. Es una curva muy importénte\
ﬁue aﬁaﬁece de muchas maneras en problemas que sé refleren a
fenomenos .naturales, ng puntog ‘de esta curva son ‘aquellos cuyas
(x, y) - son soluclones de y = 2. Todos los puntos
con coordenadas (x, xz), donde
estan sobre la parabola. GDonde ‘estard un punto, de coordenadas
(x, y) 81 y > x 2 S1 un punto (x, y)* estd por encima de la
6Cua1 debe ser
mayor®? o o . |

El conjunto de soluciones de la proposicién numérica =
2 . N >

a

< ) ,‘ ¥y > x

X representa un nﬁmero~cua1quiera,:
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- es el ‘conjunto de tedos los pares ordenados

(x, ¥). 'para los
. cuales Yy > X ’ vy la grafica de esta proposicidn abierta esta

~N

»

'

contenida en la region del plano por encima de la parabola que

hemog. dibujado antes,

(a)

(b)

(¢)

lente figura es ‘la gra:f‘ica de y >

ponsl

-------

p
e
-y

I

1
@ & ¢
r71T1rl
H4 1
s

vl

™

4 "% "2

E;] ercicios 2 -5b

2

x5

Dibu.ja, referidas a un mlsmo par de e,jes,
de las sigulentes ecuaciones'

Haz ‘1o mismo para 'y
Haz lo mlismo para

=

Xy =

x2

¥
e vy

1, Xy =

2

—

_1

¥y X =

Esa gr&afica no. incluye la curva mlsma.

&

‘1

las: ,gréficas

0.

‘xzey_ (X/

Dibuda las graficas de las ‘siguiénte\s proposiciones‘numériicas\:

son enteros positivos,

() x+y=1 y. x>0, 3y>0
(P) x+y=10 y x e y
() ¥=x° y 'x< 1 .
(@) y = 1. (Sugerer\'icia:: ijsto
Loy = (08 x)) T e
(&) %=1 -,

C(£) x =1 .
(35 x2 =0 . ,
(h) x=0 e y=0

e

A

-

eNa@isngd que

S
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(@) Hryi=0 e T T 3 s

’ » R ® : S T .
(J) y el may de los mimeros X'+ 1 y 2 - X ‘

*(k) y.= X cuando x 2 0 e -j'=f'xﬂ*cuang9 X < O.

Considera 1a proposicidn numérica ;\ e . L  tiE

' . S, om0 . w z. x e y R f‘ ‘ \ . ;i
' > ) \ enteros no negativos N > o R

donde el eSpacio~en blanco 's€ llena con, cada una de las e

écuaciones que siguen. Haz una lilsta delé?onjunto de solu-
cipnes*en cada caso y escribh el nimero d soluciones que ,

tiene la proposicién.

o adrse vt
P e PP

(a) X +Y¥=1 " (g) x+ 2y ‘.-; N ) |
W) x+y=2 . - - (1) ==+ 2y\="li‘ N AN
(c) ‘x‘+’y = 20 o (1) =+ 2y i’25 ‘ | .

(@) x+2y=0 ,,-;“ - (3) 5x + 7y =35 o ‘

(&) yFay="1 (k) Sx + Ty = 36 B

(£) x+2y=2 | - (1) 5% + Ty = 37 e
‘Una cadena de almacenes tiené. 5 toneladés'de\café en sus - d .
.depdsitos en Nueva Orleans. 'E1 total de café depositado se ‘ ;\

envia a razén de s éﬁoneladas a San Franclsco y n toneladas
manera que no vaya todo el café a uno
solp de e8tos dos.sitios. -Escribe en simbolos una pr posicion
numérica que descriga la relacion que hay entre s ¥y :
"Dibuja la grdfica de esta. proposicion numérica respecto
n_n

.par de ejes designados’gon+"s" ¥ Tpn s ;' .
Dibuja 1as graficas de las sigulgntes inecuaciones -

3

e -7.2
(a) ¥ <x e (e) ¥y <)
(‘b) y>4x o < (a) ¥ x
BEn un problema anterior has usado 13 relacidn F = QC + 32
. entre las lecturas de la temperatura ‘en un termometro
Fahrenggit y las lectéras de 1a temperatura en un termdémetro
Centigrado, ambos colocados en el ‘mismo sitlo. Dibuja un par
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de ejes, designando con la 1etra F al eje vertical y con

ila letra 'C al. horizontal. Toma una unidad de distancia

suflicientemente pequgiia y una hoja de papel suficientémente
grande Para gue cada uno de los ejes contenga los puntos 50,
y 50. Trazé culdadosamente la grafica de la ecuacidn ante-
rior y responde luego a las preguntase(a) y (b)" midiendo
$1erta§‘distancias en tu dibujo. - ¢ & . ' ‘
(a) . ;Cudl es la temperatura que se Wee en un termometro ,
Fahrenheit si1 la lectura en un termdmetro Centigradb
es ﬁg'gradov JY si es_ R grados? ;Y 'si eg. 0
‘grados° I3 4 si es 4 grados° ‘ \ o, ¥
() ¢Cudl es la temperatura que se lee sobre un termdmetro
v Centigrado sl ‘la lectura en un termometro Fahrenheit es .
"30 grados? ;Y sl es T15 grados? 6Y sl es O grados? -
;Y s1 es 50 grados? - ‘ - .
(c)  Comprueba tus réspuestas resolviendo las ecuacicnes
prop‘ladas.~ Recuerda que es imposible hacer una' figura
0 una medicidn perfecta, ;En cudnto han diferido tus’
~ respuestas a las preguntas (a) y (b) de tus res-
. puestas a esta pregunta? S
El franqueo para la correspondencia de primera clase en los
Estados Unldos (segin lo ha establecido el Congreso en 1958)

es cuatrd centavos por onza o fraccion de la.misma. Es decir

el franhueo-de una carta que no pesa mias de una onza, éuesta

* cuatro dentavos, el de una carta gue pesa mas de una«dﬁ@a pero

asi;

no mas de dos onzas cuesta ocho. centavos,;y asl sucesivamente.
Dibuja una grafica del costo del fPanqueo de.la correspon-

. dencla de primera clase para todos los pesos hgsga 6 onzas,

tomando un par de ejes y designando el vertical con ¢ para
indidgr el costo en centavos, y el horizontal ¢con w para

“indicarfel peso en onzas. La primera parte de la tabla &s
: ~ .

~
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sor- o By,
o debesek 1 o cualquier T \ SN R
- . nﬁmero menor que .1, pero M R ;‘W‘:f‘~*\i ¢
debe ser _mayor que cero.\ \§;~: - WD p v ﬁ <1 R
Analogamente, W es mayor , 1< wga o 8
"’ que .1 ¥y toma cualquier ) T 2<w<3 B 12 |
valor menor o igual que doss. ‘ . .
8. PROBLEMA DIFIGIL.: CaroIina preguntc a E&uardo cual era la <
temperatura en la nevera. AT oir la re;buesta de Eduardo,
- velvid a inquirir* ;"&Fahrenheit o Centigrados?" 'Eduardo
. resQondio M ﬁmbosl ‘Ta . temperatura marcada €8 1a misgp
- . ;Cudl era la témperatura en 1a nevera? - S Y
T, PROBLEMA DIFICIL. En clerto pais, la ley de impuesta sobre = *
* . 1os 1ngresos puede resumirse asi . T ?,fﬂ

'El “impuesto que debe pagar ‘una persona es la mayor de las dos
cantidades siguientes. (1) $4OO menos que 20% de sus’ ingre»
' s0%; (2) cero ddlares. . ; > : ! \

¥

3

(a) Sea 1 el impuesto en miles de dolarea sobre un ingreso \

. Ge X miles de délares:® Escribe la. proposicign numerica
que representa la relacion entre T vy X . .

\(b) Traza Gos eJes. Llama al vertical T y al’ horizonkal K
Emplea $1 000 " como uniaad de manera que, por ejem 10,
" una distancia de U4, 850 representa 4,850, Dibuja la.
grafica de la proposicidn numerica esz%blecida.ﬁn (a).

(¢) MNidiendo la distancia sobre tu %rafica, respopde a las

siguientes preguntas

~

(\ o 6Cua1 es el impuesto sobre un ingreso de $10,000?

: ~ 4Cudl es el impuesto sobre\un ingreso de $3,500°?
;Cudl es el impuesto sobre un ingreso de $1,500?

S1 aiguien paga'un impuesto de $1,500, scudl es su.

« ingreso° 5 A

)

Kd) Comprueba tus respuestas a las preguntas de la parte (c)
empleando la proposicién numérica de la parte (a)

I
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: Egercicios de revisién .
Escribe proposiciones abiertas que establezcan las condieiones~
dadas en los problemas que sig;uen.~ Luego hallaiel conjunto\de .

»

soluciones para cada proposicion, ot
1, 'Se va a cortar una tabla ‘de 45 pulgadas de 1bng1tud en dos
piezas Ede manera que una pieza sea 3 pulgadas més larga’
que la otra. ‘Halla la longitud de cada pieza.
‘\21 El ancho ‘de un. rectangulo ed ~10 unlidades menor que B8u larg'o.j'~
Si <l perimgtro del rectangulb es 68 unidades, bcuales son
.7 las dimensiones del Pectingulo? ' ‘
“ 3;*nggseﬁor deja al morir un total de $10,500 para su esposa,
su hljo y su hija. La parte de la viuda es $6,000. -La hija
recibe el dople que’ €l hijo. ;Cudnto recibe el hijo?
4.‘lE¥ Jueves un nifio lee T5 péginas adiclonales ‘de una novela. ~
.~ Al llegar a este punto ve que ha leldo menos de cincuenta y
¢ >unarpaginas. GCuantaq paginas 1eyo antes del Jueves de esa
- fsémana° . .
5.“;El,gerente ge una Jugueteria ha comprado . 500 piezas para
“aermmodelismo que venderd luego al menudeo, Después de
vender algunas de lag plezds, hace un inventario y observa
que le quedan menos de Kxﬂ GCuﬁntQ\\de las ~500 piez§s'
© vendidd . . .t d
6. Un estudiante consulta. las listas del alumnado de su escuela
y observa.que €l afio anterior’ el numero de niﬁas en ningun
caso habia sido igual al numero de varones. aQué cantidad
de nlrids habia en la escuela sl el numero de varones fue
. slempre 1767 o ‘ ‘ .
~7. Un miméro es eI triple de otro nimero. Su diferencia‘és kiE.
;Cudl es el numero menor? - \ - ‘ -
8. Daniel tiene $2.73 en peniques, "nickels", "dimes", cuartos
y medlos d6lares. Si tiene el mismo mimero de cada una de

"

Y

. las dif%fenfes clases de mqnedas, icudntas ‘monedas de cada\
clase tienev ,
9. Alicia y Donaldo eran candidatos a 1a presidencia de la
lase. *Allcla obtuvo 30 votos mids que Donaldo, pero no
m | Jvotaron’todos los 316 estudiantes. ;Cudntos votos obtuvo
29 naldo?. - a ‘

A N
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- 10. -Un par de mellizos encuentra que cincolafios atras la suma de o
“sus edades era 18 afos. ihQué edad tidnén ahora? e

11. FEl nimero de billetes de $1 es cineq veces ppyor Que el
\ ‘numero de bdlletes de $5,-y el numero de billetes, de $10 es
el doble.del mimero de billetes de_ $1. GCuantos biiletes de
.$5° hay si el nimero total de billetes es 8% \
12, _Representemos con X al primero de dos nuﬁ%*os‘y con- y al

: segundo. Escribe una ecuacién que exprese 1&3 siguientes ' ;\
. conJECiones. - L . . .
(a) La suma de los numeros es “7. « v -
(b) S el segundo numero\ge resta’ﬁel\pfimgro3 el resultado
T es. 5. \ . | .
13.. (a)}‘Construye una tabla con algunos de los pares ordenados |
v ~ del conjunto de soluciones de x + y= T

(b) Construye una tabla con ‘algunos de los pares ordenados\
del conjunto de solucionqs de ‘X -y = 5. - \
(c) Dibuja una grafica de cada una de las ecuaciones de las
" preguntas (a) vy (v), utilizando el mismo par de ejes.
(d)~ Observa donde se intersecan las rectas.” éQué par.ordenédo.
estd asoclado cop este punto de inte;seccion°\ .
14, (a) ,Puedes hallar un eleflento del conjunto de soluciones de
la proposicion compuesta "x + y =7 ¥ X-V-= gte
(b) ¢Hay mds de un par ordenado en el conjunto de soluciones ,
de la proposicién compuesta de la pregunta (a)? Expfica
tu respuesta. S »
‘$f5. Halla el conjunto de soluciones de la proposicidni{compuesta \

"X+y=0 y x - Ty = o", ’ ‘ \ -

»

%16, Halla el conjunto de soluciones de la propo%icion compues

o "+ 1=y y x-1=7y"% ’

,*?ﬁ; Halla tres enteros consecutivou de manera que la su a del
primero y el terceryr sea .192:

*18. La suma del nimero de grados de las medidas de dos
congruentes de un triangulo es igual al numero de _grados de
la medlda del tercer angplo, 6Cu:@les son ‘las medidas de los
angulos? o : |
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. ;39. La familia Pérez Yy la familga Martinez, que son. vepinas, se

, van de vacacioned. Las dos familias viajJardn en direcciones
opuestas. - Si la familia Pérez va a una velocidad media de
55 millas por hdra y la familia. Martinez viaja a u5 millas -

por hora, sen cudnto tilempo la ‘distancia entre ambas sera -
- 750 millas, 'si parten simultidneamente® .
*20. -+ K1 onprador de radar.de un portaaviones Qetegta un contacto . v

‘mévil que se- dirige hacla el portaaviones. Estima que al
 mévil estd a 400 millas y vuela a 350 millas por hora -
' respecto del portaaviones. OCuanto tiempo necesitara un
avion de’ 1a dotaciép del portaaviones para 1nterceptar.e1
contacto movil "81 vuela directamente hacila él a 450 millas
por hora? o \ ' o
. *21, En el prbblema 20, suponte que el contacto mév}l esta a 10 .
millas de distancia del portaaviones ¥y alejandose de éste.\ S
Un aeroplano del portaaviones parte para persegulr al con- .
tacto mdvil, Empleando las velocidades dadas en el problema
. 20, bcuanto tlempo necesitarsa el aeroplano del portaaviones
~ para alcanzar al-contacto mévil? ;A gué distancia del porta- L
. . aviones estari el aeroplano cuando aloance su.objetivo?

- . . >
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_341. Némeros . grandes y_notacion cilentifica
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‘. ‘ ‘ Capitulo 3 S "
NOTACION CIENTIFICA, DECIMALES Y. EL SISTEMA METRICO

t ]
»

\ N - Y

~ En este texto hem?s empleado, cada vez que .nos ha sido posie
ble, ‘nimeros: pequei’ios para hacerte los problemas ‘mas senclllos, \

klas ideas més élaras v el trabajo ‘de casa,facil de graduar para tu R
‘profesor. Pero los numeros que se presentan en los problemas de

1la’'vida dlaria son, frecuentemente, muy grandes o muy pequeﬁos.

\1.E1 periodico del dia 28 de. junlo dd 1961, ‘por eJemplo, hacia

referencia a 12 500 000 miembros de un sindicato de obreros,
$2 484,000, 000 destinados a'la defensa y a la educacion nacionales

y Tina’ deuda nacional.de $298 000, 000, 000. Probablemente pasas -
.por-lo’ menos 3,888 000 . segundos cada aﬁo en la escuela. <Sin
{guda puedes imaginar muchos otros usps fﬁpcuentes de -los mimeros

grandes. \GCuantas veces crees que late el corazdn de una persona
durante, toda su vida (vida“thedia)? ;Cudnto recorre un, satélite
durante 10 aﬁos, si”se mueve con la velocidad de 50,000 millas o

t
a

por -hora? .
.. En oircunstancias como las mencionadas, aparecen frecuente—\‘
mente ndmeros tan grandes comd un millon o un bllldn. Actualmente,

disponemos de nombres para numeros mayores que uh billon, tiles

" como trilldénm o cuatrillon. Cons&dera el numeral 2141592653$89793;

este numeral es dificil de 1eer cuando esta escrito en esta forma.

"Una manera de hacer mag facil su lectura es. colocar und coma a la

izquierda de cada grupo de tres digitosi contando de derecha a

1zquierda, asi: . -~
» . 3,141, 592"0'33 589 793 S

-
‘En esta forma se separa el numgro en millares, millones, billones

- ' y otras unidades mayores,: de una manera natural. Aunque escribi-

mos las comas de dGPPCha a 1zquierda, leemos el numero de *zquierda

.. 53 derecha, de acuerdo con el diagrama que aparece en la siguiente

\

¢
pégina. ) o . ‘ .

“eraamn
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Entonces, 1eemos este numero de la siguiente manera:
\ Tres cuatrillonqs, ‘ . \
~ .. clento cuarenta y un trillones, .
quinlentos hoventa y dos billones,/ \ "_
" selscientos cincuenta y trés millones, \ (}

quinientos ochenta y mieve mil,

seteclentos noventa y tres. . \ —

En la 1ectura de este nimero debemos tener culdado de no _
emplear la palabra 'y ;; La razon se ve claramente cuando leemos
el numero 595,000 Si se leyera ' 'quinientos z_dbventa y tres
m;l" como 1o hace mucha gente, podria aparecer algunlnalentendido.
S1 "y" se asoela con la adicidn, el sentido de esa frase serfa
500 mds 93,000. S1 "y" se interpreta como una conjuncidn en el
uso or@inario del idioma, el resultado seria dos ndmeros Separados,
500 y 93,000. " Por consigulente,, es preferible leer 593,000
como quinientos poventa y tres mil". Omitiendo 1a "y" se evitan
maleptendidos. Habitualmente usamos la "y" ¥y marcamos el punto
decimal; por ejemplp, 563 12 se lee "quinlentos sesenta y tres
¥y doce centésimas"\ Este uso de "y" no origina confusiones porque
563.42 sighifica 563 +, 0. 12.

‘En realidad, los numeros como el del comienzo de 'esta pagina
aparecén rara vez, Esto o signifi a que no se usen 1os numeros
de ese tamaﬁo, pero ‘rara vez cont 0s con suficiente precision )
como para emplear esos numeros. ,/Con mas fn@cuencia decimos que
el nuimero contédo\es alrededor de trés cuatrillones. Por e jemplo,
la poblacidén de una ciludad de mds de un millon de habitaqpes

R 225 SN

~




> . N - . .

. o . Ca | ‘ -“i\T‘}—‘ ‘ ~~u‘ L \ . 3_1‘ /,‘
. puede darse como ,516,961{\que es Justamentg la séﬂa de los

: diVersos nimeros recopilados por los funcionarios del censo.\ 'Es
‘clerto que el nimero ha cambiado mientras se realizaba'el censo y
es probable que 577,600« sea correcto sdlo con Ta aproximacién . -
"de un millar. - Por esta razén :no m:tesgo en. red.ondear ely nimero
original como 1, 537,000‘ En, real , en la mayoria de los casos
bastaria declr que la poblacién ‘de 1a ciudad es alredeﬁor de un
millén y\medio“ de habitantes, lo que 5€ ‘eseribiria asiy 1 L

'

-t

»

~, :

o ?@oblacidn de la ciudad § 1,500 ooo nabitantes.iﬂ ST

°’ El simbolo ~ se usa para significaf “es aproximadamente lgual a' o
Hay otras manéras de, escribir numeros de este tamalbio. Muchas
de ellas presentan notablqp ventaJas. Una de lhas maneras posibles
.de eseribir‘pn nﬁmero grande Ta suglere nuestro enunciado
milldn y medio". Se puede escribir un millon como \1 000, 000
(;con muchos ‘ceros!) & 10 x 10 x 10 x 10 X 10 X 10 (igualmente
., mala, gno?) ¢’ 106 (ésta si’ que es'buena, iverdad?).. ﬁl\pfdductd\:
indicadb 1@ X 10 X 10 X 10 x10 X 10 se lee algunas veces "el .
producto-de sels’ mimeros diez" \Cuandocgycribimos esto en-forma
‘de exponente, 106 indicamos con el expchente 6 el ndmere de
. veces que. 10 ‘aparece como factor\ Podemos también obtene el . ‘
~ exponehte 6 ‘contaﬁdo el mimero de ceros en el numeral - 1,000,000, ~ .
~  De.la misma manera, esgribimos un billdn como. 1,000,000, 000, |
\ é 109 .- Entonces, la -deuda nacional de 298 billones de dolares
. podria escribirse como 298 x: 109 dolares. Esta manera de repre—
'sentar numeros grandes, utilizando las potencias de 10, se .
desarrollaocon'mayor amplitud en los ejercicios de clase que siguen.

»

. - = " Ejercigios de ‘clase 3- 1a W,
1. Edecribve 1os siguientes numéros como numerales decimales y o
tambien en la forma exponencial. RN . N 1

Y

Eéemglo. Un millon = 1,000, OOO = 106t
.(a) Un. billonﬁ » ‘ \
(v) Un trilldén. - \ R : Lo
s« (c) ‘um cuatrilldn. Co ‘

i 1
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. Puesto qde 2, 000 = 2 X 1 OOO pedemos escribir. 2 ,000 en\*. .
‘\‘forma.exponencial camo 2 X 103 ~ -Empleando un exponente,‘ oot

>

: e “escribe los siguientes umeraltes: o o
L (&) 77,000 s ‘3 (@) 12,500,000
\ {8) 50,000 - - 7 (e)+ 2,484,000,000
B «e) 3,000,000° (r) 506, 000, 000

3., Un nimero como 1 , 500 puede ser expresado de varias maneras-

-

150 X 10 +6" 15 X 10%. .6 1I5 x 10°. Andlogamente, 325 puede |

! . escribirse como 32.5°x 10 6 3.25 x 108, También, 298 >
ot billoney es lo mismo‘que 298 X 109 6 29.8 x 1010 6
o 2,98 x 10 - En cada uno de*estos ejemplos la*ultima expresién
s es de la forma | ‘ T L :
tp?7 T | (un numero entre 1f Y. TO) X (una poti?cia de'\10);'. .
‘ | Escribe en esa forma cada uno de los siguientes numeros~ ‘
- -(a) 76 o cta)y 8!;63,060 o (8) .1 2,
(v) 89 . -i(e) T6.18, ~° (n)-o9,783.6 -
(c) \7&623 v (f) \\4;832.59 (1); \3,412 789.435
. Y
. (J) Cincuenta Y tres Hillones, seiscientoa cuarenta v dos

miilones, qpinientos mil.

° : - ' . 2
Notacion cientifica ‘ : ’
R .
,Como hemos observado, podemos escribir» 298 billones como  * B
;298 x 107 ¢ como 2,98 x 101!, Estas. son maneras reducidas de N

- escribir el nimero. Ademas es facil comparar varios nimeros -
grandes escritos en esta forma.\ Por ejemplo' podemos notar a
simple vista que 4.9 X ﬂiﬁi es mayor que 9. 6 x 10'% gin
necesidad de gontar el numero de cifras de 49000000000000 y de
9600000000000 El trabajar sistematicamente con . numeros grandes ;
-de esta manera, simplifica notablemente los cdlculos, como lo _
veremos ‘mas . gdelante. Esto es particularmente cierto cuando se Jﬁ'
calcula con regla 'de cdlculo ¢ logaritmos, como aprenderds en

: 1afescue1a de segundo ciclo secundarlo. Por esta razdn, es . \
_préctica comun en el trabajo*de\los cientificos e ingenieros, -

'la\representacion de nimeros de esta manera, eS‘hecir en la forma

*

(un numero entre 1 ¥y 10) x (una poténcia da 10). . Y




. N \ ‘ o S R . . ' . \‘ ‘ : . . . .
: e . -135- * \ 3—1) :

. N ) . N R \\ ) ¥~ -~ N ‘ \ . \ ’
~ - Q

En tales casos, se dice  que e1 nﬁmero estd escrito en notacion
clentf{fica. Sl el mimero es unia pomencia de . 10, entonces el
. primer factor es un 1y se acostumbra no" escribirlo. Asf,
10,000 = 1 X 104 4 ¥y 10,00 OOO = T07 en notacidén cientifica. .
.Definicidn. Se. ice que un nﬁmero esta expresado en notacién
\cientifica sl se ,escribe como producto de un numeral decimal
.‘"\ entre 1y 10 .y uwna potencia adecuada de 10. 81 el nitero . ;“
‘ f§es una potencia de 10 el primef”ractor es 1 ¥ no se nece- S
‘ ‘sita escribirlo, | » : : o :
\ Observgcion.. A veces la "notacidn cientifica" se llama también -
notacidn de‘las potencias de diez" o "exponencial decimal.’ -
“Algunas veces usaremos también 9stas éxpregiones.

-

- _Jercicios ‘de. clase 3-1b. .

1 ](a5  ;Estd 15 x 105 en notacidn cientiflca° bPor qué si

. . oporgquémo? _, 3 . o .
(b)- ¢Estd 3.4 x 107 en notacidn’ clentifica? - ;Por qué si -
o por qué no? R o o n ’
(cl JEsta O, 1§’§ 10° en notacidn bieht;fica? aPQr\qué\si

4

oapor qué no?
. Be. Escribe en notacion cientifica los siguientes numeros:
ta) 5,687 (®) 1% .. (e) 3pu millones

) [ )
3. ghEscrihe en notacidén detimal los. sigulentes numeros:

. \?})\\374«106‘ (v) 11‘7)(105‘“ (c) 57é1x106 - s
oy, Comohla tlerra no se mueve'en una orbita circular, la ais- ° |
’ tancia de la tierra al sol varia segun la época del afo. Se |

" ha calculado la distancla media en unas 93,000 000 “ de millas.
| (a)\ Escribe el numero anterior en notacidén clentifica. La L
distancil minima de la tierra al sol seria aproximada—

a . mente 11 menor que la media; 1a distancia méxima °

’ \ serla aproximadamente 1§¢ mayqr«que la media.
(v) - Calcula 1,2% de 93,000,000. ,

(e¢) Halla aproxi@adamente 1a distancia minima de la tierra

" "al sol. & ' E e

(a) Halla aproximadamente la distancla maxima de 1a tierra

~

-

al sol. . v ,

) ‘A N .
EBiqu o . _— | ;1:3
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(e) Escribe los nimeros dﬁe has encontrado en las partes
(c) 'y (q)Y~ en la notacién ‘de-las potencigs de diez.
Observa que 146,006 = 1,46 x 10° podria zscribirsescomo
1,460 x 10°. & 1.%600 X 105 Cualquiera de esos numerales repre-
‘ senta a 146, 000 en notacion cientifica. Aunque hay situaciones B
. en que es conveniente escribir uno o mas ceros despues del 6
~en 1.46, no lo ‘haremos asl en este capitulo. Sin embargo, como
veras luego,\en el capitulo ‘acerca de los errores “relativos, los
cientificos usan el primer factor de esta notacién en potenclas
de dlez para indicar la precisién con fa que se ha medido una

N o Ejercicios 3-1. J oo’ o

1. Escribe en notacion clentifica los sigulentes mimeros:

¢

n'.

(2) 1,000 S (a), 102 x 107
(o) 10" x. 10" x 10"-x 107  (e) 10 x 105 .
\ (¢) 10 X 10 x 10 x 10 (f)\o 000,000 o
. “2, Escribe en-la notacion de las potencias de dlez los siguienteé
numeros. Q . ‘ )
(a) 1,000 . (e) 78,000
. (v) -678 (D) 600 x 10 - - N
" '{e) 9,000,000,000 T (&) 15,600 ‘ -
' (d) %59,000,006 . (h) 781 x. 107 .

‘3. Se estima en 506,000,000 el mimero total de. estrellas que
- 'ge pueden fbtografiar empléando los actuales telescoplos y-
camaras. Escribe este numero en la notacion de 1as potencilas
‘de dlez. “ -
* 4, Escribe un numeral para cada uno de los numeros que siguen
en forma decimal ordinaria (que no utiliza un exponente vy

Fa — >

. que nQ contlene un producto indicado). ¢
. (a) 109 . “(e) 3 x w0 - y
. (b) 5.83 x 10° (d) 5.00 x 107

SV
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8. Se ha estimado en 337,000 millones de millén de millas

e

=117~ ‘ . \3’-‘2\

; .
() 6.3 x 102 | (&) 436 x 1087 \
(f) 8. 2001 X w68 () ‘17.324‘:&‘ 1o§ o o

\5, Escribe én palabraé los siguientes némeros: f . ? . : .

@) 785 Lo+ (&) 362362 e

-

() ,7;500_000 B | . : (e) ~4,000,g8u*§23d%\ € : | f

() 632,007 - (£) * b, 2506_

6. Redondea cada Wno de los mimeros qu se‘dan‘més ‘abajo con la. \
‘ aproximacidn de una centena. EXpreSa los nﬁmeros redondeados. .

ﬂgﬁ;nqtacidn clentifica. T L s -
. (a) 645 = b (ay 70,863 R
(b) 93 - ; - (&) 600,000 S |
Coe) e h oo () 5,362 349 R

T Treinta por ciento de 500 es igual a ;§%-x 5.0 X .

ciblicas el volumen del cuerpo del sol. Escribe el nimero de |
\ millas-cﬁbicas"en notaclidén clentifleca. . S : R

L N »

3-2. _ Calculos con numeros grandes . A ) ‘ ~ .
La notacién cléntifica ho solamente es mds breve en muchos ‘

casos, sino que simplifilca ciertos cdlculos. Comenzaremos con

algunos ejemplos simplqs. Suponte que queremos hallar el pro-

ducto: 100 X 1 000. El primer factor es el prqducto de dos

\ mimeros dlez. El segundo factor es el producto~de tres numeros

) .
diez, entonces tenemos 100 = 102 y 1,000 = 103, \ ‘
Entonces’, * '
\ \ : w
100 x 1,000 = 10° x.10°
= (10 x 1Q) x (10 x 10 x 10) 1y
& 10 X 10, X 10X 10 X 10 S .
=100 o “
Por consiguienxe, 102 X 103 = 105. Observa que el exponente 5§
es la suma de los exponentes 2 y 3. ‘ .
$ - *

N

. 126 B
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| " Constderemos btro eJemply: "1, ooo 080 x 100, 000, "Escito en
/// \ notgsﬂén cientifica seria 106 X 105. ¢Cudntas vecg¢s aparece ;10
* -como factor en este producto° (B8 108 x 10°  igual 1011
"Esto es clen billones, pero es mas simple dejar el-mu ero en 1a
forma. 1011 que escribir un 1 seguldo de once cerog. Observa
'que, nuevamente, hemos sumado‘ﬂps exponentes. ‘ o :
. Suponte que queremos hallar el producto de 93,000 OOO y ; .
~ 10, OOO. En notacidn. cientifica, esto seria o - -
ll» : {m.»”\ o “ '_ - —_—

R (9 3 107) X 107 = §.3 x (107 x 10%) ~ iEn virtud de qué
‘ ' - 9.3 % 101t ~ . propiedad? \

N Ahora ensaya un ‘ejemplo mds diffcil:

_ T\ 4 .

93,000 00Q.%x 11,000 = (9.3\x 10 ) % (1.1 x\1ou) Nota: El orden
SN ’ . 1 anT de Tos -factores

co= (9.3 x 1) xo(10 X 107) | o i, cambhlado

PPN anll ~ .+ haclenfo uso de |

= 10.23 3'10 \ ‘ 1ps propledades |

_ A a1 - .-aBoclativa y con-

- . = (1.023 x 10) x 10 ‘ mutativa de %a ‘ i
< ~ o = 1 083 x (10 % 1011) . multiplicac;on, ?

=" 1.023 X 1012 ‘ . \ T ‘"t

En los estudios’ de astronomia y de vuelos espaclales sobre %

todo, encontramos mimerps muy grandes. El planeta Plutdn estd R

a una distancia media del sol de unos 3,666 millones de millas

b 3 3.666 x 109 millas. Las distanclas a lag estnellas se mlden

" habitualmente en "atios de luz". Un affo de luz es la distancia

( - que recorre la luz en un-airlo. Esta es una buena manera de medir
tales distancias, pues sl las expresamos en mlillas, los mimeros
serfan tan grandes que resultaria dﬁficil escribirlos)§ mas .
dificil aun entender 1o gue significdn. Pero suponte que quere—
mos estimar el mimero de millas que hay en un artio de lu%, Este
cdlculo se hari en los siguientes ejemcicios de clase. ’

-

. - Ejerciclos de clase#=z" "
1.+ Se ha averiguado que la luz recoigiﬁunas 186, 000" millas por
segundo. En las preguntas que sifguen, de (a) a (d), no .
efecties las multiplicaclones; simplemente indica el producﬁo.

’

~ f ; ' «1:?;?
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(Un eﬁemplo de wn producto indicado es 2.4 x 10 X 56 X 10 )
S (a) &ué aiStancia’ recoqperia la luz en 1 minuto9 N
PO «;(ﬁ)‘ sQué distancia recorreria la luz. en 1 hora? .
| - (¢) aQué distancia reeorreria la luz en 1 dfa?
‘\;‘~ (@) ;Qué distapcia reconreria la luz en 1 aﬁo9
' ‘L(e)~ Determina el nimero escrito en la pregunta (d) y mpestra
© gue‘cuando se lo “redon@ea ', e8 5.9 % 1012, ‘
(f) El1 mimero esqgito en la parte (e) es aproxﬂmadamehtq“
\‘ ~6‘\' | o e e . >
(g} +Por qué el mimero escrito en la pregunta (d) no es‘
exactamente el mimero de millas que recorre la luz en un
aﬁo? Trata\de dar dos razones. '

-

‘ .- ~ \ EJercicios 5= 2 . ~ .
1. Multiplica y~expresa tu respuesta en notacidn clentifica.

() 6x 107 x 10>  “(e) "10%x 10° x 7.63
531013 x 12 % 10° o (£) éo X 60 x 60

(e¢) 10\ll x 3.5 X 109 (g) T +3 X 10° ~‘

‘(d) 300 x 10° x 20 . \ Ch) 9.3 X 107 X 10 % 150

2. Multiplica Yy eapribe tu resﬁuésta en notacién 9ientif1ca.
.~ {a) 9,000,000 x 70,000 , " {(¢) 25,000 x 186,000
(b) " 125 x 8,000, 000 (a} 1,100 x 5 x 200,000

3. El sonldoc recorre en el alre aproxlimadsmente un quinto. de
\ milla por §egundo. Contesta las preguntas que siguen, su-
.ponlendo gue una nave espacial vlaja a una velocidad 1gual a

cinco veces la velocldad del sonldo. Da tus respuestas en
AN

notacidn cilentifieca. » .
(a) :Qué distancia recorre el sonido, en el aire, durante un .
LN dia? . \
(b) ;Qué distancia recorre la nave espaclal en 20 horas?
C {e) sQué distancla recorrerd la nave espaclal en 50 dias? .

"7 (d) aQué distancia recorrerd la nave espaclal en 2 afios?
,E8 este recorrido suficiente para llegar al '301°?

\)‘ | N N | ‘ ) X LN 1‘?8

. ) N - e o
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4, La distancia del Polo Norte al Ecuador es aproximadamente 3
0, 000,000 de metros. : .

. . (a) - Expresa’en metros la distancia recgrrida alrededor de la.

y . tlerra pasando por los polos. Usa ‘la notacidn- cientifica..

" (b) Un metro es igual a mil milimetros,\ "Expresa .en milfmetros
Ta distancla del Polo Norte al Polo Sur. Usa la notacidn

1

- cientifica. \
| (c) Una pulgada tiene. aproximadamente la misma longitud que
s ‘ ZE-centimetros. bAproximadamente cuantos centimetros

. tendrd una - distancia de 40,000 ples?
5. Ia distancia alrededor de la tievra, a 10‘}argo del Ecuador,
es aproximadamente 25,000 millas. ‘En un segundo, la electri- -
cidad recorre una dlstancla que es mds oémengs 8 wveces la -
longitud~de1 Ecuador.. j;Qué distancia, aproximadaﬁente, re-M

‘ correra la electriclidad en 1Q horas? _

é. \Suponte que debes- escribir diez millones de marcas sobre un

-papel y puedesfhacer\\ps marcas por segundo. 6Podrias'
escribir 10,000,000 de marcas en un atio? (Un. afio es
60 x 60 x 2 x }65 segundos, ) '

7. La velocldad de la tierra en su drbita alrededor del sol es \_&
un poco menor .de setenta mil millas por hora. Aproximadamentei
;qué distancla recoﬁrera la tlerra en su vuelta anual alre:

~. dedor del-sol? _ . ' e . n

NEES

]

3-3. Calculos con NUmETros pequenos
Hasta\el momento hemos tratado casi ex01USivapente con

'nﬁmeros grandes,. * Otras veces tendremos gque tratar con: numeros
{ pequefios,  La masa del nlectron y la masa del protdn son ejemplos
S tipicos de cantldades muy peguernas. 606mo se pueden representar
convenientemente estas cantldades excepcionalmente pequetias?
Suponte que comenzamos con una potencla de 10, tal como
. 10“, y dividimos por 10. Obtenemos 103, pues

107 10 x 10 % 10 X 10
0 = 10

"~ por 10, obtenemos * 10°. Dividamos 10% por 10 para obtener
el.resultado 10. ' Ahora, comenzando con 10" y dividiendo

=710 X 10 % 10 = 10°. 51 dividimos 10° -

S

" . 1‘?9: .
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sucesivamente por '10 ?Eres yeces, hemos dﬁb@nid6

o f‘ C _“10”* 102, 10yl T

>

Observa que 103 expo entes decrecen en. una unidad cada vez. Divide -
\ ahora 10" “por.. 10. " Sabemos que’ el resultado es 1. Taﬁbién vemos, |

que sl los exponentes siguen decreciendo segun el modelo anteriop,~
B de unidad en unidad, el sigulente exponente serg O. Por esta

= razén, es conveniente definir "10° como: 1—es decir, 10° = 1.
. Entonces’ ohtenemos los sigulentes resultados: R
‘4°‘~ ) 3 : 2‘ } ‘ . ‘
-}%-.—.-Jo T—ma lg-ﬂ=1o",‘3%=~1o° v o100 =1,

Ad \ - \.\\ N
El. exponente de cada una de 1as respnestas anteriores es una
‘unidad menor que el- exponente que 1e precede inmediatamente.

Esto es razdhable, puesto que cada vez que dividimos por 10

Quitamos un factor 10 del numerador. S
N deiaamos'nuevamente por v10' .como numero siguiente‘obten-
‘a > N 0 N = !
: _— 10 1

_dremos T = 10 Si se sigue el modelo de decrecimiento de los.
-exp ntes, debemos - esperar que el exponente siguiente sea una \

e ‘unidad menor que O, "Este es-el rninero que‘escribimos 1» es un
- mimero negativo.. Entonces, parece ragopabie‘escribir 10 1 - para
"representar %%P Dividamos ahora ° 10 lx por’ 10; se obtlene

. . {
1 4 o L) 1«1 » o x fo
5 ¢ 10 = fﬁ'x"—ﬁ'i ;6?%‘ Continuando con el modelo de decrecg‘

miento de los exponentes, el nuevo exponente deberia ser una

unldad menor que "1, es decir, '2. De acuerdo con esto, defini-: °
mes 10\2 como una representacidn de —1?. Es importante observar
- - 10 .‘ .
gue el nmimero 10 2 no es un nimero negativo. Es un numero posi-
tivo, a saber: el nimero ‘—%6 N
Para todo numero enterO*positivo n, éntonces, definfmos

100 de la siguiente manera:

-
-
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Definicion. Si n as un entero positivo, definimos

fO (el producto de n’ numeros diez), !

- -

~10‘n3%.1ﬂ+ 107 = 1 (el producto de n numeros diez)

\»Para n=o0, ~definimos f‘\ - -
‘ 100=1 - T
\ . Estas definiciones nos permiten escribir 1as potencia;7de
‘;h 10 esi:. ‘i‘ o e
10t | 107 10?2 L - 10 ;‘"1o°f 10110281073,
. 800" -1 00 | ~ M NN R
B 10,000 | 1,000 | 100 | 10 ’ll | 70 | %

Cada uno Qe los"numeros indicados en 1a primera fila es igual .al -
_mimero 1nmediatamente debajo de 41,

Y - . ’

‘ ‘ N * EJerciclos de clase 3-3 e
" % - BEmpleando exponentes negatiVOs, expresa cada uno de los
siguienteB numeros‘

‘ T N
"R)UGU : TUUO‘O‘GO" W ; T)ge TGGGOU .
. - \Expresa en forma fraccionaria cada uno de }os siguientes

nimeros: .
103 05, 107, 10 6,

-

3. Empleando exponentes negativos, expresa caéL uno de los
nimeros que se dan mas abaJjo.

-

Eiemplo. Una centésima = -{%; —1?- 02

‘ 10~
"(a) Una milésima‘ ‘ "~ {e) -Una billonésima. .
(b) Una millonésima. L (d) Una trillonésima.

‘Revisemos ahora el sentido de un nimero escrito en forma
decima}. Sabemos que O, 4 = Tf? ;mego 0.4 = “U'“ 4 x iﬁ'“

4 x*10 L También, 0.005 = "366 =5 X -—3_ 5,-,,( 10“3

Esta es la expresidn de cada uno de estos nimeros en notacidn
clentifica.
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. ' C ‘ 42 ¥ T "_:
= Considera ahora ; 0.42 = 100" . Esto es cierto, pues . . \
0. 42 = 1 2 o= —1%% + “T%'G = -1%%- Para ea;presar esto en notacién f
cientifica, escribimos \ | i \ : . .
OILB_%.,AE\?(10\_1‘102-4.2x-1%34.‘2x161  B
‘ 10 ‘ s . .
Analogamente,_ . ‘ A
| 05 X 102 _ 3.0 o« 10 %
o. 000305 - 3— 205 - 3.05 % 10
S 3566866 _ 10&;\ o o
4

Ahora podemos escribir 0. 16 x 10 eﬁ notacidn clentifica:
l}‘~ + L) - ‘1 . o ;‘ "5 N

0016)(‘10\‘ = 1, 6)(',"6' -—11-= \1.6X—-—§-=.1\.6‘X -1_0‘
. - ’ * ) ot o ¥ ‘*a

‘Trimefb hemos empleado la notacidn cientifica para rapresentar

. numeros muy grandes, pero acabamos de ver que e1 uso de los’ expo—

nentes negativos nos permite expresar nﬁmeros muy pequeﬁos tambien o
en notacionﬁcientifica. Entonces, \

0. 0001 10-1’, | 0,00000673 673 X 10“8\: 6.73 X 10

y_ﬂﬁ, 376x1o ‘ . .

4

;6 |

‘Cuando se escribe en notacidn clentifica un nﬁmero positivo
menor que 1, vemos - que su exponente es aiempre un entero negativof
or-ejemplo,‘O.S} 6.3 X 10 j.\ . : IR
Revisa ghora los ejemplos de notacidn cientifica de- la
Secc;én 3-1. Cuando se escribe 1, o cualquier nimero entre 1
¥y 10, en notacién cleptifica, el exponente es cero. Entonces,
1=1OO,3—3><100;V 6.79 = 6.79 x 10°. . . BT
Cuando un nymero mayor o igual que 10 Bse escribe en

‘ notacion cientifica, el exponente sers un entero positivo. AsI,

4
27 2.7 X 10 10 = 101 y 4 680 OOO = 4,68 x 106.

. \
L d * Y

X
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1a
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nnmeros' N '
(@) o093 () # v
(b)* 0.0001 - 1) o.7006 © .
() ~;%g' ‘ (n) 0.000000907 )
(a) S me
(é) 0.00621 - " (3) ‘o o045 . A
Escribe en notacion decimal cada uno de’ lo* siguientes numeros :
(a) 9.3 x 10, 5 ‘ - (e) T7.065 x 10 3 !
(b)\ 1.07 x 10+ o (£) 10 1 P
(o) 107§ (8) 1%.3 x 10* '
| () 5x 10 % (h) 385.76 x 10

L

\ -~

EY

Y

LS

. 12k

. N R . ~ AN « A i . .
gg'resumen,\para un numero- escrito en notacidn cientlifica:

81 0<el numero < 1,\

el egponente es un entero negativo, por ejemplo'

si

\‘el exponente es cero, por. eJemplo'

S el numero > 10, o \~\‘ »

0032 3% 10 2
1 < el ndmero X 10, ‘

‘Q?

3.8 = 3.4 x 1o° o

3 e . \

el exgonente es un entero positivo, por ejemplo‘

137 = 1,37 x 108

gbserva que ahora no estamos tratando de representar nﬁmeros
negativos en notacion clentifica, DesPués de tratar un poco mas
con los numeros negativos, verss que es bastante facil hacerlo.

- Escribe en notacion cientifica cada unm de los siguientes

“;" Ejercicios 3 3

”
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. j\»' [ S TR 3-4
\ ~ \ N s oo e * o S

S \Escribe en - notacién clentifica cada uno de los sigulentes

R PN R . ) . ) kS
numeros, o o - S |
R {a) 65_>§ 1(?4 S et (e) 36é;§5~‘
T (B) 0,157 %10 37 7T () 10 2 x k32
e (c)‘~o oooooau | v - {g) 0.00000000305
(a) 5. 265 % 10 5 - (h) 69.5-x 10 "
o w ¥4, Llena los espacios en blanco en las expresiones que siguen |
“a para 00nvertir1as en prOposiciones verdaderas. Observa que
o en algUnas preguntas no se-usa la notacién cientifica. ' . \
(a) 0.006.= 6 x 10 -« e el

(v) o.,ooooS‘p' = ij 10 5 ,»
(e) ‘0 0004015 = 4,015 x 10
(@) . 6 000.0 =~o 06 X 10 .

() oes=zazx 0= L -
N O 9.213-: 213 x 1009 - o N
| - (g) 0,213 = [T1x 10“5~ N o TN
()  0.213 = E]x 10% ‘ T R - |
*5:\ ;Puedes imaginar algin nimero no negativo que no podamos
expresar en notacidn clentifica? - !
\ — .
;5 3-4, Multipiicacién Numeros grandes x pequeﬁos

o . Ya has multiplicado nimeros tales como 103 v 105. Recuerda

que . 105 X 103 O5+3 108. Frecuentemente, necesitamos multi -
plicar nimeros dados en notacion clentifica, en los que aparecen
‘~exponentes negativos. ~ _ ‘
K  Multiplica 4.3 x 10 5 por 2 x 10 2

A
Y

-

(53 %10 2) x (2 x 10 7) =~(4.3 x 2) x (10 2 x 10 ?)
. 1 4 .

-

> = 8. 6 X (L—— x\—~—) = 8.6 x
| . 100 107 “g
= 8.6 x 10‘8




; . . N N N . \°‘\
340 26 A )
. A4 N
. :‘ \ - N . s . 1 . N ‘ N . \ . v‘
ﬁe‘acﬁerdé con 10 ahteridr~ 10_5‘x 10-3 =‘\1\ X ! ; 1 = 10—8.;
‘ \ 0 ¢ ] erior, 1C 0 qsg: \;*3' ‘qag = 10
) N L .
i ¢Cual es el resultado de sumar 5 A 59 ;Recuerdas que °
(75) + (73) = 782 Entonces hemos visto que o
. 105 % 103 = 10 5+
Muestra, camo se ha hecho antes‘~que 10 & x 10 ¥ ; 10 2+ h :Se

slgue el mismo procedimiento cuando los exponentes son negativos
‘ que cuando son posiltlvos? 3 es deeir, 6sumas los expoﬁentes en
~?  todo caso9 Asegﬁrate de que sabes por qué lg respuesta es afirma-
,‘,w_.ﬂ_t:lva. - T s
’ . Ahorg multiplica 4 3 X 105 por 2 x 10, 3

(4.3 x 2) x (105 X 10 3)

A 105) X (a X 10 3)

.::86)((105)(—3‘)

5 . :
10 ] N
8.6)(——'3' \ . \

y ) .‘.\.»‘ ) . .- .
W\ e &6x1§‘ o ‘ .
R N ‘ \ . ‘-. R . ‘ N -

"Se ha mostrado arriba que 105‘x 10 3 - 102; “Como quiera-qﬁe

N\ + (73) = 2, es

Muestra, como antes, que 10 # x~103 = 10 h+3. Ahora podemos ver.

que cuando se multrplica 102 por 10b, el resultado es 10 a+b

* NO importando si a y-b son positivos o negativos. “Esto pone

1

105 %10 3 - 105+ 73

~, de manifiesto .1a siguiente ‘propiedad general e
*.  Prop iedad ‘general. Si a y 9. son enteros cmalesqulera,
. "positivos o negativos, entonces'

>

10% x. 10P = 108D

Naturalmente, 1a propiedad es vallda si uno de los dos?ex—
4anentes, o0 ambos, a Yy ' b, son cero, Por ejemplo:

102 x 10%.= 107, 1% x 10° x 10° = 1.

o

»



*

Hay otra idea‘que aparece en algunos problemas. Tél idea
aparecera en lo que sigue cuando se quiera dar la respuesta .en -

aer-, .

L e notacién clentifica. ~ -
L Tk 3) % {54 % 107) = (u 7 % 5. A4 x (10 3 x 107)
o - 25.38 % 10 T - L
. -~ . = 25.38 X‘,1~0 N - o
‘ -  =-(2.538 x 10) x 10"
| ] ‘= 2,538 x (10 X 10”)f .
. . \o~ \,. . . N \ i = 2 53‘& x 105 ‘
\ En este problema se han multiplicado los numeros &4, 7 y 5.4 para\'
~-obtener 25, 38 y 1uego se ha escritq ‘€ste mdmero en notacidn clen- . -
. tifioa como 2. 538 x 10. Finalmente se ha multiplicado
‘Za 538 X 1\0 pQI‘ 10"‘. - e ;~ N .
N : ) A ’ j
TN . ‘ Ejercicios 3»4 - \ o .
L R Escribe en notacidn clentifica los siguientes productos'_ ‘
o (@)t 105 x 10 2 (e) o. 0001 x 0,007 .,
o ‘{b) 0.3 % 10*2 S () BT 10 3y x0T
. Te) 10 Tx108 . (e 1012 x 10 3 X 10‘5
(q) ' 0.0% 'x 0,002 . (n) ol2 ‘% 10 T x 10 8 ‘ )
24 ‘Escribe en notacion cientifica los siguientes productos'
o ‘ (a) 0.0012{x 0.00002% - (a) 3 % 10 6 X 10 A
. (d) 6x10Tx9x"102  (e) 38x 10 3 x 0.00012
() vBx 102 x 102 (£) o 000896 X 0.00635

3. Empleando la notacion de las potencias de dlez, halla 1os
productos de 1los siguientes nimeros:

(a) 10,000 x 0.01 (e) 10'7T x 10 &3
‘(b7~"o\06001 x 10, oooéooo " (a) 10° x\fir x ~1§-x w0
: 10

y, Multiplica cuarenta y nueve milésimas por el mimero slete y
sels centesimas, empleando notacidn clentifica. ‘Expresa tu ,

- ! / - LS

N

™~
2
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\“ 1respueata en notacién cientifica.f

De

una’ gxan corporacidn comercial “ha” decidido invertir. en bonos T

\~Ja1go de ‘su dinero excedente. .81 ‘se han- invertido 41 millones -

. “de ddélares a, un porcentaje medio anual: de 3%%, 6cua1 es el
‘\ingreso anual prqporcionado por esta inversién9 Emplea la~-

»

“ notacimn cientifica bara 103 cdleulos, ¥ expresa tambien tu

~liﬂteré3'nagadb cada afio? Expresa la respuesta en notacidn \ \y
i cienfifica. Lo * \ . o~

. respuesta eri notacidn cientifica.j

En. cierta fecha, 1a deuda del gobierno de los Estados Unidos,
\redondeada con la aproximacion de 100 billones de délares,
era 300 billones de délares. Si el gobierno paga a un’ tipo
de- interds medio de 3 313%, 6a cudfitos délares asclende, el

‘Si la masa demun dtomo. de oxigeno es 12.7 %10 23 gramos,

.n’

Vo 3?5.

\ sugieren los’ prinq%pios neceSarios para la division. Hemos visto.

ila respuesia en notacién cientifica.\ '

‘quimica

6cua1 es la masa de 40 x 1027 dtomos de oxIgeno? - Expresa C
Y. KRN ». .

Qatamica de Qxig no,,es aproximadamente igual a 1 66 x 10—24

gramos.\ 60ua1 es la masa_ de un billon de unldades de ‘masa RS
. . ) R T ) > N

.

’n’

» RN - ' .
. > : . h
N { .

+
.
- A -

R S

’ Di#isién Numeros grandes ¥ pequetios - \
Los principios que hremos desarrolladq para la multiplicacidn

- -

ccmo‘se.divide * 10 por. }04, es decir, : . ;;
, | (106‘ 104 x 10° 102
] - T = I = =
N RN 10 N 10 N R *
Otra. manera de hacerlo es escribir e

-

FUER N [N R -

& e
TV O N ) . q ;
—r = 107 X — = 107 X 10 =
10 \ a . 10 . ‘ . - * \. : ‘ \ a4 .‘.
‘Ademas, por la derinicion dg 10°® . como ;éﬁ, vemos que
10



. . C 129- , 35 0
ST N 3 6 . .06 1ot RN
oA 106 T L0 i;g' ~ 1(1)_ - 1? % 101r - 106 % ’1\0# - 1010+ .
_‘;”‘.j oo . \ . S AN \\m\: ‘10 - \
o ”‘ ot 10, ‘10i 10I : \ . : S
R ‘Perq‘recuerda lo que eatudiaste én el Capitulo 1 acerca -de—la————
.“\b'\sustraccion de’ numeros;hegativos, que | e ‘ g
o K 6-(#) 6+4
a f;'"Entoncegi‘vemds\qué ~ : ~ .
. \ . 108 s 10 Y _ 12 \306;— b0 :
.‘\b\_y \ NS . ‘ ) NN . .104* ‘ .\ . . . ~\ N ‘
. ~ : e
‘ Estos eJemplos sugieren la sigulente propiedad genera1~ \
“* % _ Propledad general“ Sl a y b .son énteros cualesquiéra,
. o v . > L %
o o - posltlivos o negativos, éntonces : :
. “- ) ‘;‘ | ‘a . ‘~ | 103, + 10-b» - oa b ‘ | ‘N . | . PN
\ IJustremos el uso de esta propiedad con ia divisidn de dog
numerOS muy pequeﬂos escritos en notacion cientifica. Suponte Que
T queremos dividir 8 x 10 3 por 2 x 10 7 \ . N
RN 8x 107 10 xL 4% 10 3 T2y x 101’ B
S 2x107’ a0 T S |
-Sin embargo, recuerda siempre que podemos comprobar nuestros
calculos en problemas de.este tipo en los gue sdlo 1ntervienen
exponentes positivos, valiéndonos para ello de la’ definicién de ~
‘ | 40‘ . .Podemos‘prqpeder asi.\ N ’ ‘
; 8 8 /-7
- = ‘ 0O ' . *
. 8x 103 100 . 1057 8 x 10
. e R Y- 7= ol
: 7 —mr X 10
2x 10 " ;87 367 ‘
] . _ \ ,
o - = 4 ><"1\Oll j )
”, . — . w
Justifica cada una de las operaciones de este desarrollo.
, \ \ Ejercicios de clase 3-5
e 1. Empleando la*propiedad general y verificando después tus
B «cdlculos ¢omo lo hemos hecho .antes, efectia las sigulentes .
- N N \‘ \ .




R
) ) [ . b \ . ) N . ~
divisiones. . . : . : )
o (a) lig\q + ﬂ05 R @ 10fei0T - :
' 2., (a) Divide ~1o7 por 10°, | -
(b) tPor qué es 1017 " ipgual a 10”9
" (e) ‘6sbn 107 + 10%2 y_ 1072 _numerales para un mismo
. - _nimero o para nimeros direrentea? : o - |
3. (a) Halla 6‘-\( . . | e
«(b) Halla 10 063, o . A
L . {c) Usa el ejemplo ilustrativo de anbes para determinar sl
- . »
j;“) o 106 + 10 3 Yy 6 > son. numerales para un mismo <
: \ mimero. S o L - L
o 4, o (8)- Halla - 10 4 5 T w R ,, #w/’.
\ N 4 . — e
(b) 4Es 10 %+ 105 1gual a}f‘ﬁwwor qué? (Has. o
> N . NI
‘ ;hallado el primer mimero en {(a).) . . \ R
5. 4Bs. 19 %% 10 T = 10 2° 7?‘ o
e o . .
“ 6. Escribe«otro numeral para 10~‘+ 10%, - C
. 7. Efectda las divisiones‘iﬁdicadaé a continuacién: © | - . f
S (a) 10" +105 (b)Y 10%8+109 (o) 102+ 109 7
~ N \"~~ ~E . ‘ . ) j ‘ 6 5 N . N
8.‘;538 (6 X 105) + (3 X 102) igual a 3 X 192?
iEs la respuesta final 2 x .10°% - . "
9. ‘Efectua 1as divisiones abajo: indlcadas, expresando:las
o ‘reapuestas en notacién clentifica. oo
] (a) * (1zx1o“)+(ux1o6) :
T (v) (64x106)+ (32><1o5)
o R o 3 .
o) t9x 10 (03x10F) o ‘
- . . L . ' ‘ . *
‘ oo
' '
'y : . t
* * ak H RY N
A ! 1 N \ 1:3-({:)
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. o AR P
R : Ejercicioa 5 : :
- 1. Escribe en notacidén cientxfica 1as respuestas a 1os siguientes i,i
Jercicios* ; ‘ g
() 105+ 10° (e‘)\““q“o‘““':-.;.10"*5 I
"(p) 107+ 10 () 1019 & 1079 R
(e} 1ot 4 10t (&) 10w 0 T
(@) 1017 + 1012 () 10° & 10% R —
. _‘ . . —;’L_,_M N RN
N - . ____\-—-"" N
2, ' Escribe en notacidn cientificaﬁlaa respuestas :Y 108 siguientes ‘
| eJerﬁéuﬂ - | .
-—-”’” " la) 105 + 10 2 . (e) 10" + 10 ‘3 .
102 + 1 " + 1 |
(0) 10210t (£) 10" 4 1020
(e) w0, 10 e (g) 10% + 10 "2 v
;o (a) 017 1012 (h) 107+ 10 % . .
3, Esqribe en notacién cientifica 1as respuestas a 103 siguientes ‘i
S ejerciclos: o R SR AU
) {a)- 10, 5 4 102 . ,(e) a0 "4 10" o
. e : - : A ® . - R
o T (m) 10 ENRT | (£) 10 10+ 10%° | ‘.
' (e 10 M4 10" @ 10°64+10%
(@) g0 T 4 10'® () 10 3 ot
4, Escribe en. notacidn cientifica*las reSpuestaB a los siguientes
eJerclclos: ‘ \
.(a)"~ 105+ 10 2 . () 102310
~(1:.)\10“’\‘10" .(f)“-10‘17+1012
. (c) 10 M 41013 (&), 107404 107 ‘
o (a) 10 &5 10 ’a\y_;? : (h) 107+ 10% o o
R \
- B Escribe en notacidn cientifica las respuestas a los siguientes
. ejercieioac ‘
- (a) (6 x.10 5) + (3 x My?)
(p) (7 x 10 35) + 10" DN ) T |
. 1 . \ ) : . : : - . Ca
ERIC N 140



e) . (1.2 x 106) + 10 2 T -
o - ‘; CunTd
(a) (z.h X 10) + 10 B
"6, Llena cada espacio en.blaneo"cdn el simboio adequado. = E o _; f
,_.-—-—*/T’V RY 2 ‘ -3-2?_ 12 % mE' =2 x 10‘?3 |
i ner L b6 116 RV ok f e
. (_b) us% = = = 46 x 10 = 4,6 % 10
(c)‘()}% —-o%_%\g().z)xmm‘:},xm@- !
S 109 o I
. (d) 350% = 785 350 x 10‘3 - = 3.5 x 10—
(e) 2 d;__iﬁQ_‘__; -_é 150 % 10— T < s x10™ e
3 x 105, . T "

m 2.4 x 105 zhxqo':’ i
7;‘ Durante el presente aﬁo, las rentas de una ciudad ascienden a
 $2,760,000, que Pepresentan el 3% «del valor total de las
\‘propiedades gravables con imptestos. ;Cudl es el valor total
de las propledades gravables? Usa la notacion cientifica en
tus calculos‘ o - . " o
" 8., Una persona que viaJa todos los dias paga $0. 40 diarios po:z\~
‘Sus pasaje gSeria razonable esperar que gaste un.milldn de’
centavos iaJes antes de que se jubile? Suponte que viaJa
. 250 ‘dlas por atio. L. ‘
.. %9, :Alrededor de cudntos dias se necesitarian para gastar un
"billon de dolares a razdén de diez dolares por segundo?
- Suponte gue esto se hace durante las 24 horas del dia.
o (1 afla =~ 8.5 x 10k‘segundos.) - ‘ )
*10.; El montante de los impuestos recaudados en clerts region‘
‘administrativa asciende a $160,000 sobre una tasacidn de
$8,000,000. S1 el ‘sebior Sosa paga un impuesto de $400,

¢« ien cuanto se han tasado sus propiedades°
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Lo - R R 3.6
*11, “Equipar una division blindada _cuesbta-unos $35,000 000 vy -
T equipar una-éivision_de ‘Infhnterfa cuesta unos $14 000, OOO

,_,_; St

f‘””’V‘ \ s Qué porcentaje de.los gastcs‘neeesarios para equipar una
‘ ‘ division blindada se requeririan para equipar una divisidn de
infanterfa?  }y . " . | SR
' *120  La masa del electrén es aproximadamente 9.11 X 10_28 gramos o

¥y 1a masa del pretén es aproximadamente 1.87 x 10 e gramos{

(a) ;Cudl de las dos masas es payor? . ) ‘

(v) 6Cua1 es la razdén aproximada de la masa del proton a la
masa del electrdn? . SR o

» . . . . . € -

®

3-6., Uso de los exponentes para multiplicar I_dividir decimales
) Ya sabes cdmo multiplicar dos nﬁmeros dados en forma decimal
y también cémo dividir uno por el otro. Cuando hallas el pro- °
ducto o el coclent¢ de- dos numeros, frecuentementq\es fécil saber
dénde debe colocarse el punto decimal. Pero -cuando hay que efec- .
tuar varias multiplicaciones y divisione consecutivas, puedes ‘
ltener alguna dificultad en hallar la posicldn del punto en 1a,res—
puesta final. Empleando, la notacion de las potencias de dlez
podemos trabajar solamente con numeros cardinales hast@ el final
\del calculo complicado, y "luego flJar la posicidn del punto decimal
de manera fdcll. La notacidr exponencial nog da también una
) manera fécil de explicar nuestrbs’procedimientos usuales para\ ‘
" determtinar la posilcidn del punto declmal. \Ilustrafemos todo esto
en esta mlama seccion. \ ’ ‘
| Suponte gque queremos multiplicar 5! 14 por 1.6: ;Donde
debe colocarse el punto decimal del producto? - - ,
Naturalmente, en un ejemplo tan slmple, se nota a simple
vista que el producto debe ser un mimero mayor que 32 pero menor
que N, ¥y esto nos indica donde poner el punto decimal en nuestra

M~

respuesta. Sl1 empleamos la"notaciéntexponencial, procedemos asi:

I'd




‘"\\;13y_~“~ .

32,18 % 1. 6= (3,214 X 10 2)(16 X 10 1)
L = T(3,zikx 16)(10 F Exa0ly e

= (3,214 X 16)(10 3) o o -

’ L “:—;51424x10¥3'\

© deben aparecer 3 cifras decimales ‘a'la derecha.\‘\ R
‘~51uaux103i 51,424, |

‘ cacian para 1a regla que dice o)

= 51 ltal;

En ‘el producto (3,21& X 16) tenemos solamente nﬁmeros

cardinales para multiplicar, Fl £actor 10 3 nos indica la
posicidn del punto decimal} es decir, 1ndica que ‘en el producto

AY

Ademas, 1a manera como hemié llegado a 3 da‘una Juatifi~.‘
‘el mﬁmero de cifras decimales

ldel producto ‘es 1a suma de 1os numeros de . cifras decimd&es de

‘\los factores de ese producto.

. 3
' . E RN - . 2‘\ .

B ! tienes dudas sobre 1a"cogocaciﬁn~ﬁe&~§uatpf§ecim&lnenaa17‘
producto o en el cociente, la notacidn exponencial te permitira
‘fécilmente resolverlas.‘ La ventaJa reaide en que ﬂratamos sola~

_‘ ;memte con nﬁmeros cardinales en’ nueatra mmltiplicac;on ¥ Bdlo al~\¥:

!

"‘7ffinal nos preocupamos por el punto decimal. T Sy
‘ i Esta forma de notacidn exponencial es analoga a la notacidn]
\:cientifica, _pero se diferencia de ella en que e1 primer factor . .«
N ‘no tiene por ‘qué ser un numero. menor que 10, o ";
)5{*\\\" o Elercicios de clase 3-6 ’ ‘

Emplea el procedimiento Qnterior para hallar cQﬂa uno de 103‘
siguientes,productos. S ‘

(a) 6/4 X 0.42 L (‘c) 649.3 x 14,68
) 0.625 x 0.038 . . (d) 11.3 x 0.0031

t

- ®

Podemos emplear‘e}‘mismo esquema para la division de decimales.

:Como eJemplo de tal procedimiento, dividamos 14,72 por 6 1.

'y

Y4

_\“\.\__,ﬁ_.})* 72 ‘_41}'7'? ¥ 10 2 _ 11172 ‘I_Q 2 £ .
~ L ,61 x 10 ,‘0 .
L T2-T1 _ a4T7R R
R _ . . .
L -'5%“".‘0. = gy X 10 o



i‘\ ) -‘135— . . T ) \ . . 3‘-6
| o \ - . o . |
\\Ahora la divisidn 3%%§~ es, simplemente,‘una operacién

~ con mimeros cardinales ¥ da‘ 1%%3*— 2#.13, sl efectuamos
" la divisién con la aproximacidn de una centésﬁm&. .

A——— ——

_%%;E._ 213 % 10 V=23 i ’f o

o _EQr consiguiente,

~—

‘cbn la aproximacién de una milésima.

En este caso también hemos empleado las potencias de diez de
tal manera gque dividimos solamente mimeros cardinales. El eXpOo -
nente 1 slrve solamente para fisar la posicion del punto decimal

- en la respuesta. ‘ - - » i ,;f’ ‘
- Con frecuencia esta notacién es realmente ventajosabcuando T
se efectuan operaciones mas complicadas con nﬁmeros decimales. ;~.' }lf
Por ejemplo,” -~ = - . .~ . s C - .~
| \ (3015)(28) . \4033" ~ o
= ke X — e
10 5 x 10 2 0%
. = 268 x 102 . : L o
) | ‘=268 T

\ : . \ T \ bow
Para ver cémo se ha obtenldo la respuesta, efectia todas las
etapas de egte cdleulo. , ‘

» EJercicios 3—6 _ .
"1, Coloca el punto ‘decimal en los prnductos de manera que sean ‘
A . ~
verdaderas las sigulentes proposiciones numéricasuhn S SR

(a). 6,021 x 0.00003 = (6,021) x (3 x 10 5) = 18,063
(b) 3.42 x 0,02 = (342 % 10 2) x (2 X 10 2).= 684
“\(é) 25X 3,000 = (25 x 10 1) x (3 x 103) =75
(@) 5473 x 7.3 = (5,473 x 10 2) x (73 x 10 ) = 399,529
(e) 1,200 x 0,006 = (12 X 102) % (6 X 10 3) = 72




:Lhena“lbs

espadios en. blanco con 1os simbolos adecuaaos.

452 % 107

4, 52 = 45.2 X 10 RN
 0.012 = 1.2 % 10 2 =

P .
124x 1023“

= 65 X 103

~; 6 5% 10
382 16 x 10 1
‘6 3% 10% = 63.7 x 103

e ————

3,821 6 x 10

I

f

: '\o 003 x 105 = 3 x 105

3112 x 10 5 0.412 x 10 | =

= 3,002 x 10°

366 X 10 3

\61fx 10 L

(c) 0. 32 T——Em 56006)4 X 10
- 32 xaao
- 84 X 10 3 - ‘

12 x 100 -

5 00125 = R
125 x 10

135 X 0, OC

76,000 % 3,000 =
Sugerencla:

637 X 10
= 30 X 10C3

Coloca el punto decimal en 1os cocientes de. manera que sean
verdaderas las siguientes proposiciqnes’

6004 X 100

=

Efectua las multiplicacioneso empleando la notacion exponencilal,

il v.?
gk 22 .

§8 216 x 10‘:—l
E:] X 10

0. 0035 X‘1b 301

6,000,000 x 0.0275

(76 x‘103).x (3 x 10%)
. 18,000 x 0,0003

{f) o.07 % 300 x 0.02 x 6,000
k
Efectua 1as divisiones, empleando la notacidn exponencial

6.3+ 0.3

0.78 + 13
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*6.“Usa exponentes para colociF el punto decimal en 1a respuesta.

418.6 x 0.019 - o
oS ‘_.\6118 | o

»

*T, GCuanbas rosetas de maiz tostado se necesimaran para llenar
840 bolsas, sl cada roseta pesa - 0.0 de onza?. Cada bolsa
. gontiene .6 onzas de rosetas de maiz tostado. ‘

'8, " PROBLEMA DIFICIL.  Un platillo volador puede viajar a \/00,000
millas por segundo. ;Alrededor de,cuantos aﬁos necesitaré
para visitar: la tierra y regresar, sl procede de una estrella
que dista de nosotros 53 afiqs de luz°

_ 1 aﬁo de luz = 5.9 X 10 millas ‘ -
LAl 1 afio = 3.2 X\107 segUndbs\

3-7. El sistema métrico' Unidades de 1ongitud : . )
. Hemos estado utilizando la notacién de las potencias de diez
~ para operar con los numequ, especialmente los® muy grandes o muy

pequeftios. Como ilustracidn de cdmo las potencias de dlez aparecen
\de manera natural en el trabajo tégnico y clentifico, estudlare-

mos. ahdra el sistema‘métrico. Como verds, este sistema de medidasf
.8e basa enh Ias\potencias;de dlez y, por consigulente, 'la notac;dn
clentifica que “hemos estudiadixes\particularmente itil para tratar

~ x-

cantidades métricas.
'El sistema de medldas empleado con mayor generalidéd en los
Estados Unidos se llama siotema inglés. Algunas de las unldades
de este slstema son la pulgada, el pile, la yarda, la milla, el
‘ gﬁldn, lg libra, etc. Como ya lo, habras experimentado, estas
~ unidades son un poquito aiffciles de aprender y de recordar porque
se_ necesitan muchas defiﬂiciones diferentes.- En el sistema inglés
‘debes aprender que 12 pulgadas tplg.) = 1 ple, 3 Qies = 1 yarda
'\(yd ), 5,280 pies =_1 m 1a (mi ),\ } cuartillos (ct.) = 1 galdn
(gal ) ¥ 16 onzas (oz.) = 1 Tibra (1b.). Todas las relaciones
\“\ : "

. ¥
.

S .
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A JQ‘S . S
3 . - .
~ \ N \ J\ *




-‘parecen emplear diferentesqﬁumeros y por €80 nq es facil recordar
" las relaclones hasieas entre las unidades. :
S En la mayoria de los paises, el sistema de medidas es el
v - sistema métrico, en ®l cual la unldad bdsiga de medida de longltud

es el metro. El siatema métrico &3 un slstema simplificado de .

pesas y medidas, desarrollado en 1789 por un grupo de matemdticos
franceses. Como su sistema de numeracldn era decimal (base 10) ‘
decldieron que seria una buena idea tener una base decimal para
un slstema de medldas.  En tal sistema las unidades de longitud
': - serfan el productq de la unidad escogida .y alguna potencia de
diez. Entonces, la conversidn de una unldad a otra seris muy
fdacil, pues bastaria multiplicar o dividir por una potencia de 10.
Veremos que “de esta manera, los caleulos con cantidades expresadas
_en unidades métricas son mucho mas simples.

Unidades de longitud en el sistema métrico

Los matematicos franceses comenzaron
calculando 1a distancia n del Polo Norte
al Ecuador a lo largo del meridiano que .
pasa por Paris. Como unidad bdsica de
longitud tomaron ’5‘3555— de esta dis—

. - Polo Norte

tancia. Definiendo la’ unidad de esta manera,
| se podfa repetir en cualquier momento la | Metro - n
medicidn de la distancia original y la , 10000000
v e reconstruccion de la unidad de longlitud en caso de que la barra‘
. normalizada se perdiera. % . \ .

Se dio el nombre de metro a 1a nueva unidad normalizada de
longltud, y la barra normalizada de un metro fue guardada culdado-
samente para asegurar la uniformidad.de todas las unidades métricas
futuras. Esta definicion del metro se usé hasta el 15 de octubre

de 1960, cuando los delegados de 32 naclones acordaron una‘nueva‘
normalizacidn del metro. Esta normalizacidn define el metro en
términos de la longltud de onda de la luz: rojo- anaranjada del gas.
eripton. En forma preclsa, se define el metro asi:

1 metro = 1 650 763 73, longitudes de onda xoJo-

anaranjada, en un vacio con un dtomo de
¥

B - - gas cripton 86 r}
L - 1y

» . N B Y‘\v‘{ -
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Esta nueva definicion tiene la ventaja de que la unidad es facil-.

mente med:lble con un 1nterrer6metro en cualquier parte del mundo.

Ademds, permi“be una aproximgcion en mediciones 11neales, del orden
-de.uno en clen millones.,. Eknpleando la antigua ‘barra de platino
:Lridiado, ‘1la ‘me jor aproximacién ‘jera’ del orden de.uno en un milldn. ;
‘ Respecto al sistema’ inglés unmetro es un poco mas grandef T
ue una yarda, a saber, S SR . : ’

1 netro = 39.37 pulgadas (aproximadamente) i

I;ividiendo por 10, se obtienen las unidades mas peque?ias de
1‘ongitud en el sistems métrico. . Enton;ces definimos ..
e 1 dec:[metro ="T16- ae’ metro \ e S
. NN “ » N —‘\t 1" ‘ ' _ 1 Y »‘ N

1 centimetro = 15 de d?cimgfzro = 150 de metro

1 milfmetro = -1% de cen’c:fmigt;ro = TGIGE de metro

- Para unidad‘es‘\ma’.s‘ grandes de longltud, simplemente multiplica’ .
© mes por 10. Entonces, por definicidn, - . - R

1 deddmetro = 10 metros

S

1 hectémetro = 10 decdmetros = 100 metrds
‘1 klldmetro = 10 hectometros =~ 1,000 metros

. Para desﬂacar la sMpl&dad de las relaciones entre esas
cantidades, las escri‘biﬂemo el relacién con el metro, *empleando
\ 1a notacidn cientifica. La&ﬂelaciones son’ asd: -

T 2 milfmetdo = 10 > metros \ .
s 1 centimetro = 10‘? metros et .
1 deci[metro‘ = 10-1 metros -
. \ 1 metro = 160 metros
"h\ 1 decametrq ‘.--:10‘1\ metros .
» 1 hectdmetro = 102:‘1lnetros *
- "1 kildmetro = 10°  Tetros -
\ ’ " |
. | .
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o ‘Se ha‘intentado~muchas veces lograr que en los Estados Unidos -
N se adoptara el siétéma métrico. En el Congreso Continental,
Tomas Jéfferson trabajd en pro de un sistema decimal para las -~
monedas 'y las medidas, pero tuvpo buen éxito solamente en la
adopcion de un aistema decimal‘para las monedas." Cuando John
"Quincy~Adams era Secretario de Estado, previd en 1821 &1 uso
{ mundial del sistema métrico, en su "Informe sobre las pesas y
. medidas®. En 1866 el Congreso autorizd el -uso del sistema
. métrico, legalizdndolq para quienes desearan usarlo. Finalmente,
en 1893, por acuerdo de1~Congreso;.é1 metro fue.adoptado como la
longitud normalizada en los Estados Unidos. Ahora se definen la
.. yarda y la libra oficialmente en términos de las unidades metro
'y kilogramo del sistema métrico. ~ ~ . - \
Un cambic sdbito de nuestras unldades comunes (yardas, pies,
\ ‘ -pulgadas, onzas, 1ibras) a las unidades métricas causaris. confu-
sion,‘éin duda, por un tlempo. Sin embargo, muchos piensan que
camblaremos gradualmente al sistema métrico. Nuestros cientificos
usan ya el sistema métrico asi como 1os brebios de 1a mayeria de
los palses” extranjeros. ‘ SR w : .
~ En la tabla A resumimos las definiclones de las principales
. unidades métricas de longitud e Indicamos las abreviaturas con que
se las designa. En esta tabla, observa la ventajg del uso de la
‘notacion clentifica para mostrar las relaclones con respecxo a
- la unldad basica de longitud, el metro. \ )

-

~

.,
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: . ' Tabla - R -
~‘ ‘ ‘ ) “i . : ) R ‘ \‘ 5\3 N u
 Unldades mé€tricas lineales : o
| Nombre de la Abreviatura\‘Equivalente.en Equivalente métnﬂcc en SRS
unidad - - : - metros . o notacién cientifica \ -
1 milimetro - 1 mm _GQG m, - 10 3 m. \M.W-\..\ — :
S centimet¥o | ~1 ci. 'TRFJ“‘ e - 10 2m ‘i
‘1 éecimetrp | ? dm. | 75 m. | - 10 ' m.
ftmetro” . | im. oime 4% me .
1 deca’.me\t‘:r‘cr;‘~ 1Dm. = |. - 10 m. ; ‘ i01 M.
"ﬁjihectdmetro 1 hm, .. 100 m. . 102 M. R
1 kilémetro | 1 lm, 000 | 0 107 m

Observa que todas las otras unidades métricas de longituﬁ
‘llevan la palabra "metro" ¢on un prefijo Estos prefijos,ge
usan también para designar otras unidades de ‘medlda eg/gl sistema

>

' r?: . Prefijo ,~‘;ng31\‘ | \\Sign1f1Cad0‘ ; N
. L - \‘ \ mili PO ‘ . . 1 ‘ = 155 I ’ “"
centl " v . '_75?* 10 .
» \\‘ ’ dECi ) ) | h W= 10 1 . . \ B r
. deca : | ‘ 10,:510’ . :
~  hecto  ® | 100 = 10& s
.o kilo - - \\\ | 1,000 = 10° :
. ~ 4 .
+ En la pra%tica actual, se usan raramente el hectdmetro, el
'decametro y el. decimetro., El metro, el centimetrc, el milfimetro ;
y el kildmetro ge usan uy frecuentemente y por esp”les dedicare- -
- mos‘mayor atencidn. - v

~ Dos.prefijos més\que‘ enclonaremos agul sop mega, que\signi_
fica un.milldn, y midro, que significa una millPnésima. Entonces

N\
D e
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;Frecuentemente has oido hablar deaas megatones (3 millones
'+, "de toneladas), 1 megaciclo NeE millon ‘de-c¢iclos). {Aun en la
\»f“‘ ~ Jerga que usa el pueblo norteamericano exlste gste prefijo griego
~ . clasico en el término megahuck" (1 millon de dolares)" .
W :?Q En esta epona de estudios htomicos ¥ nucleares, se .estudian '
‘ \ con frecuencia cantidades muy pequeﬁas y ‘son frecuentes longitudes\ =
tan’ pequeﬁas como una milibnesima -de metro. El micrén se define
. oovasl: T ) ' . ‘
et X o ﬁ:ﬁiérén = uha millonésiha\de‘metro“: 10‘6\m
Entonces 3.micrones =3 x 10 § m, : 3 X 1042 mﬁ,, pues
1 micrén =10 : mm, El simbclo usual para micron es la letra
griega po (se lee "mu"). Entoncea J4u 14 microngs = ~
NRE ) x 10 : (Has encontqado algyna vez estos términos: ~mega-~ .
voltio, megadhmia microvatio, microsegundo y. microfaradio? Si .
no los has visto, puedes estar seguro dé que 1os estudiaras proﬁ%o
‘ ~en la clase de ciencias. »aPuedes imaginarte lo que es un micro-

micron9 - - SN L : ~ \ N

. ]
>
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\\uf_/ . ) S Ejerdiclos 3-7a ‘ B _
: 1. Complé%a cada una de las siguientes exprésiones: o N
. ~ N LY . v N

(a) 1 lm. = Pm.

R b : . . (“b) é lﬂﬂ. * ' ‘ Dﬂc . . : . “'
D (c) o km =" m,
. (d)

it

1 km.

1]

dm.

‘c@l“i » s .
» e g (f) 1 ]m = m. ’ .
.. —_——— . .

:‘A 2i‘ Completa cada una dg las siguientes expreslones: *;

1 *km.

|

S (@ ynmattme = N e .
\,i:*'\k "“ ﬁ(b) 5:&31;2 ‘11.’1; ﬁ? - _ . : CI‘n. \ ,




(cj . 245, 36 mo= ) ke

o L (d) 0 561‘ m. :3‘ . \. . m'~~ . “ i
S i (e) 6 ou; 278'm, =  ~~1 R - N
| (f) 2,0%0. 202 meo=_ ems R
. (g) 0.015 mn, ;." "»micro:nes . -
v \3. ‘Llena 105 espacios -en bla.nco con eI nimero correcto. Lt
(b) 200 omow me - (&) 3,5oo¢m- - wmg M
(cl 5%9@ = km . (h) ATH cm = _ m. %
. '(e) = R in. . (J) 6 25 m, = e em.
4, E1 m@tro se-" definio originariam&@be como m de la e
<+7 ' distancla del Polo Norte al’ Ecuador, medlda sobre la super-
Yool ficie ndesla ‘tierva. ‘Suponiendo que la tierra es una esfera y
RS \.\‘\empleando 1la notacién clentifica, halla el némero aproximado de
" (a) mefros que tiene la circunferencia de la tlerra.. -
(b) kilémetros que tiene la circunferencgla de la tlerra.
‘ {e) mil:‘[mg’qros que tiene la circunferencia de la tierra., -
*B. Haclendo uso de la notacién cientifica, expresa en metros .
. las sigulentes medicionds: = . .
oo (a) 0.013 mp, .
- ’ (b) 2.31" cm., ’ ‘\ -
(c) * 6,730 km. . ; . . .
E (@) 694 ,micrones & 694u ) e
.o (ed o mesémicrén . i
feo Conversion a unidades inglesas . ,
.- Como en este pals usamos tanto las unidades ‘Inglesas como ‘
las, métricas , frecuemtemente necesltamos convertir ‘expreslones de
un slstema en ot‘ro. La pulgada normal:izadé en los Estados Unldos
8e def:lne ahora en términos del slstema metrico PQY la relacidn
R plg. 2,54 e, (definicion de pulgada)
: » “ . ’
) »

- 152
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\;Como hemos visto, gsto da » ~

-

39, 57 Plg. = 1m

. N N o .
LR ]

(aproximadamente)

En términos de yardas, esto se convierte en

[y

.

»

VEmMOS que.

Entonces, -

g
]

m. = —%ﬂ;—-yd., o
o

1 m = 1 1 yd

" Para la medicion de distancias grandes, frecuentemente es
\ util aonveptir 1as millas a kilometros. Como \

.39.37 plg. = égﬂgl pigs

.
A\l

1000 \9.3 B NN
NG @ii \ \ i

‘ Naturalmente, ahora te pedimos que efectuando las operaciones,

verifiques Que esta relacidn da

RN

Entonces, grosso modo, 1 km..

1 dm, = g mi.

1.

N N

Convierte-cada‘una de

=

-

. i}
1 lﬂ'ﬂ. = 0%6? mi'\

’ ,"\ h
Ejercicios 3-7b “

as mediciones que se dan a ¢tontinua-
cién efectuadas en el si a metrico, a su equivalente '\i@

Y

aproximado en el sistema inglés, .

(a) 100 m. = . *oyd. )
"(b) 200 m. = - o .
“(e¢) 400 m, = yds | Algunas de las\distancias

, normalizadas para sucesos .

.(a) 800m. = yd. deportivos.

(é) 1,500 m. = yd. ' J&\

(£) 1,500\m.\n nﬁ#l , :

(g) 10 xm. = nk, | , )
(h) 100 km. = s \ o

=~ 0.6 mi. o, con mejor aproximaciodn,



SLTEE 3-8

' .

- (a) Ia montaﬁa mas alta del mundo, el Monte Everest mide

o \ 729,003 ples. Redondeando esta Qltura a: 29,000 pies,
e bcuanto es~en metros?’ .
(b) La profundidad de una -de 1as mas grandes fosas marinas
‘ es 3U, 219 pies.“ ‘Expresa esa profundidad en metros,
aproximadamente déspués de redondearla con la aproxima-. .
cidn de ' 100 ples. ‘ \

T A e — vianm A A—

\3;. (a) Utilizanda la relacidn anterior entre' millas ymkilometros,

| muestra que 1 mi. = 1.61 km. > '
(v) ILa distancia media de la tierra al sol es aproximadamente
9.29 % 107 millas. gA’cuéntos kildmetros equivale? \

“#. Un tamatio muy comun de papel para escribir.a maquina es 8% ‘

.pulgaQas\por 11 Pulgadas. GCuales son estas dimensiones-en =

centimetros. f.q.‘ \ o “- \ T T
5. (&) :Cudl es tu estatura en centimetros? L

A{1p) 6E:n milimetros? ~ S, )

~ (c) 6Y en‘micrones°
6. Qué velocidgd es mayor, 100 ples por segundo o 3,000 centi-
metros por segundo° ) ~ N

3.8, Unldades métricas de drea
‘ Hemos aprendido a calcular el drea del interior de una curva
simple cerrada, para diversas curvas simples. Hemos escogldo el ’

: area de una regidn cuadrada como la mejor unidad para la medicion

del area del inter! or de tales curvas cerradas.
La unidad métrica para medididn de dreas es también una \
regidn cuadrada. Empleamos como unidad bdsica ‘de drea un“a?egiéri~

- cuadrada, cada uno de cuyos lados tlene™por longitud un metro.

El drea del interior de esta regién cuadrada se llama un metro
cuadrado (abreviatura nug); oo

Si tienes a mano una, re%}@ marcada en centimetros, dibuja
un cuadrado de 1 centlmetro de-lado para tener una ldea del

.tamaﬁo de un ventimetro cuadrado. Como 1 m, = 100 cm. = 39;37 plg., T

.%vemos que ‘ # ~

*1 cm., = 0.39 plg.



% l 3 ./J -
3-8 ‘ | . -146- -
é i e
R 1 em. = 0.4 plg.
< ;f o Comparado con un metro cuadrado, que es la unidad bésica, el .
f ~’ " centimetro cuadrado es realmente ‘pequefio. ‘Recuerﬂa que 1 cm.. =
‘ \TUU'm' ‘Entonces" ' ‘ N - \
101\1’12‘ m X Ill= m2 m2
@ * T TUU' * TUG * TUU' TUG' * “5666 T
Sfﬂ\ He aqui ‘otro caso en que es preferible emplear la notacién expo-
‘ nencial y escribir » \ \
R \ 1 om.? = 10 2 ., x 10 2 m. = 10 Yo ® L
~ Como el metro es la unldad bdsica de 1ong1tud ¥ el metro . ‘
cuadrado la unidad basica de Erea, es importante dar las diversas
unidades de drea en términos de metros cuadrados. Las unidades
més frecuentemente _empleadas: 'se indican en 1a tabla\ B, -
) ‘ Tabla B
v ‘ Unidad de | Unldad de Area equivalente. en
: . - longitud area metros cuadrados
milfmetro milimetros cuadrados 1 -p 2
AN o o " 1000 )
. centimetro centimetros cuadrados ———E-m.E\
) + : \ 100 .
ki1émetro ki1émetros cuadrados (1,000) 2 m 2

»

) Nuevamente vemos que es conveniente usar.la notacidn expo~

nenclal y escribir

.

v

2

1‘ mm. = 10 6 ‘ m. 2
[ R - .
1 1m.2 = 10% m.2
155‘)

g
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Ejercieios 3-8

W, .
:\“ LI

1. Llené 108 egpaclos en blanco.

Efemplo. 1 Im.Z = (1,000% m.% ¢ 108 m. »
(a) 4 om.? =f(#%§92’m32‘ & _ 'Sméa; R B ;‘"‘ *5: I
) 1 m.? - ,(ﬁ%t)z 6 wm®l T
: ﬂ(d)|‘f:m 2 « 4008 ém.g & f‘amfz BN ;
. (e) ;1 n.? = bk 1 km.é . . \gfkm.zié . \ \‘ . ‘

-

2. Inbuja una figura pafa 11uatrar la,parte (c) del problema 1.
3. Halla el drea de una regIén rectangular cerrada que .tlene las
) dimensiones que se dan mas abajo. Asegﬁrate de que ambae ‘

dimensiones estén exprésadas an la misma unidad.

‘i(a) 35 cm. \ ‘“‘ N L 9.2 cm. ‘
o (b)) 1.68 m. S o T.6m. ~ '
ot , (e} 0.97 m. L _ 37 oem ~l“ ca
(@) 125 e 1.2 om. IR

b, Expresa el area del problema 3(b) en centimétros cuadrados.
5. 4Cuil es el &rea de un circulo cuyo radio es 6 metros? Toma

314 para T ¥ hallg el nimero aproximado de metros cuadradoa
que tiene el area. . N

., 6. Halla el area en metros cua?rados de una region cuadrada

- cerrada ‘de 160 centimetroa de lado.’ ;

7. S1 el area del interior de un paralelogramo es~ 783 cm;2 y

+ ' 1a base tlene’ @7 cm., 5cuanto mide la altura? .

E]
.

8. (a) Cual es la Qquivalencia metrica de 1 yd. cd. en cm. %2
. R}
1 yd. = 91, 41 cm. Por consiguiente, oo N
1 ydo Cd- = (91 )"‘) 2 = 1 Cm.E .

(b) A cuantos centimetros cuadrgdos es aproximadamente lgual -
1 pulgada cuadrada?™ ‘ \ ;

x . . ’ X
~lf§€; ~ S
Y
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‘l g, (a) Vérifica que 1 ¥m. ? = 0. 386 mi. cd.'
C (b} Vérifica que 1 mi. cd. = 2.59 km. . .
10;; (a) E1 area de la superficie de la tierra se estima en unos ;
. o = ‘ 149 X 10 km.? . 6Aproximadamente cuantas millas cuadra* \.{

v - das son?

—Cb) u;varea»de~los océanos de la tierra se estima en
361 x 10 ¥, 2 . écuantas millas cuadradas son, aproxi~

madamente? '

ay

v

Y

3.9, UniBades métricas dé'volumen\‘ o e e
v \ © La unidad métrica para medir ﬁolumenes es un solido cibico.
‘ © La longitud de -cada arista de este cubo es 1 metro.’® Por consi-
.- gulente, el volumen del cubo es 1 metro cdbico (gbreviaturé
1 m.B). \
TR metro cubico es una uhidad de volumen bastante grande,
Una unidad mds pequeﬁa es el centfhetro ‘edbico (ce. o cm.}).\
Como hemos visto, la 1ongitud de un centimetro es aproximadamente
0.4 ae pulgada, en consecuencia,\el c timetro cublco es un cubo’
S cuyo tamafip es mas o menos el de un cublto de azicar pequetio.
Para que tengas una idea del tamaﬁo del metro cubico, observa que
1 cm.3 = —66'm‘ X “ﬁﬁ'm‘ X _Gﬁ'm' =17666665"m'3
En nqtacién cientifica, ' ‘

e v S

~

1 cm.3\= 1O~6 m> Yy, 1 m.> = 106 cm.3
A Mediante cdlculds siégﬁares podemos hallar los mﬁltiplos y
s submultiplos deT‘metro cubico’ que se usan mas comunmente comp se

indica en la tabla C.

L . . Tabla C : -
. Unidad de ~ |° Unldad de Un volumen equivalente
: i. longltud . volumen N . en metros cuhlcos
* | milfmetro mm.3\ B 1V} 3
| . 1000 .
— . - . : A, .
‘ centimétro cm. 2 . LI 1‘ o
\ \ . ’ i 100~ RN .
‘ki11ldmetro ¥m. 0 | (1,000) n.>
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exponencial al escribir
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Ahora, &omo antes, nctamos la conveniencia de la notacién B
\ W

»

Vw3 =10 3 X 16 73 X 10 E 3‘5 10 9 m,>
1 om” ~10f2 %10 2%x10 2m>=10%n3

1 am 3 = 102 % 107 x 40%m2 = 109 w2

Observa 1os céiculoé‘anteriores.‘\Ves queV,
-~ .

* 10 x jOB\x 10° = (103)3 1072 =102
| ‘10_E/x 10 2 x 10 % = (10 23 4023 1o 6 L
40 2 x 10 2 x 10° 3o (10 3)3 =0 2310 9

Esto ilusé&a una tepcera pr0piedad general:

L.

i

Propiedad general. Si a y b son enteros cualeaquiera,
: ppsitivos o negativos, entonces ‘

(102)P = 102

s " 'Bjercicios 3-9
Llena’ los’ espaclos en blanco, . -
Ejemplo., Hay (1, ooo)3 6 1,000,000;000 mM? ‘en 1 K. o

a)i‘Ha& 10° 6 _ 1 \mm.B\ en ~1~cm.3i: o
(b) Hay (TUG)3 5 - m.3‘ eh. 1 em. > . |
(e) Hay, (TUUG) ‘ m> en 1 m$:3;

(g)  Hay (106)3 6\‘ 1052 » mm. > “en ﬁlkm.3 .

Un sélido rectanSUlar tiene por dimensliohes 6 em., 7 em. ¥

2 .
8.4 em. Galcula el volumen»del Interior de egste sdélido. Re-

cuerda que él volumen del interiar de un solido rectangulay N
es igual al producto de las medldas ‘de su largo, ancho y alto,

cuando estas medidas se eXpresan en una misma uniadad.

;Cudl, es el volumen del interior. de un solido rectangular de
14 mm. de alto y cuya base tiene un éyea de 36.5 cm.2

\\

Py
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3 10 Unidades métricas de: maaa z_de cayacidad R Ve

e La unidad métrica’ para la§ medidas de ‘masa se define como 1a.

masa del agua contenida en un volumen ‘de un centimetro eubico.;
La.masa .de un. centimetro ciblco de. agua se 11ama un gramo. Esta
\Qes una definicidn muy conveniente, pues 81 conocemos el volumen :
‘ de . un deposito, 1nmediatamente podemes aaber qué masa de agua
puede contener este~ depésito. _Por ejemplo, sl el volumen del -
1nterior de un depésito es 50Q cm.3,\ent0nces la masa de agua

. que puede contener es .500. gramos; Lo 'que - mas debe observanse en .

esta de,finicidn es que 1as medidas .numericas son las mismas. o
" Cuando nos referimos al volumen de una caja o de otro
Ideposito, usamos mis frecuentemente: 1a palabra §Qacidad. Al -
-declr la capacidad de un depésito nos referﬂmos simplemente al
volumen total que £se deposito.pueae contener,
\ Cuandc* nos referimos al, volumen de 1Iquldo” que un depésito
. puede COntener,,usamos frecuentemente unildades especilales, ﬁales
como la pinta, el cuartillo yel galon, en el” sistema 1nglés.
Asi podemos‘decir que la capacidad de un tanQue es clérto mimero
de galones, y que lsu volumen es bantos ples cibicos,
En el sistema métrico ta unidad de capacidad-mas usada es
el litro (abreviatuna 1.). Un 1litro se define .como la capacldad
de un cubo cuyafarista tiene 10 em, (1 decImetro) de longitud.
Entonces, un g&tro representa un volumen de ~1,000 cm.3 . Un cubo
de arista 1Q'cm. tiene, por tanto, un volumen de 1,000 cm.3 .
‘Decimos qﬁézsu capacldad es un litro, y que contlene una masa
de 1,000 gramos. (o un kilogramo) de agua.
" Un litro es aproximadamente igual a un cuarto de galdn, o’
mds precisamente, o

¢

-

e

7

Y

1 1itro = 1,000 cm.3 = 1. 056712 cuartillos =

¥

Las;otras dos medldas.de capacidad mds comunes en el sistema

4

métrico son el 1 R
. mililitro (ml.) = 0.001 litro .-

, " kilolitro (k1.)

wy

|

1,000 liltros .,

-

Lo

ey,

w

| ey
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“Una masa,de 1, 000 kilogramos se llama'una tonelada métrica.

'En consecuencla, una_tonelada métrica contiene 106 bamos. La-
- tonelada métrica es la masa de 1 kilolitro de agua.

“En la tabla D se resumen las unidades de volumen, capac;dad
y masa mas empleadas. Observa\especialmente que-. 1 cm.3 corres-
ponde a 1 gramo de masa y & _g,mililitro de’ agacidad.

N .
. N N .
- N *
. . . » NI .
- -
N N

Tabla D ‘
Unidad de volumen | Unidad de masa | Unidad de capacidad|
1 dm | Tkgm . 0| 1L
.| (1,000 em.?) (1,000 gm.)\; 1. (1,000 ml.)
1 m;3g. ) ) 1 tonelada - B DS B R
3, métrica, Nl o ‘
- (1,000 dm.”). (1,000 kem. ) (1,000 1.)
(1,000,000 cm.”) (1,000,000 gm.) | (1,000,000 ml.) _

?

Hay varias ‘abreviaturas comunmente gmpleédas para el ‘gramo.

Las mésfgeneralmente aceptadas son g. © gm‘ Tamblién se usa, la
abreviatura gr. En este texto abreviafemos gramo como\ gm. \
kilogramo como kgm. vy miligramo como mgm.

>

- ~ Ejerciclos 3-10

fi. El volumen de un deposito es 352.8 cm.‘3 .\\gCuél es la masa

de agua que puede cqntener, expresada en
(a) gramos? “ )
(p) kilogramos?
2. (a) Cudl es la capacidad en mililitros de un tanque rectan-
© gylar cuyo 'volumen es 673 5 cm.j?
(b) ¢Cudl es su capacidad en litros?

3.  Se llena de agua un tangue cdblco cuyas aristas miden & pdies

9 pilgadas. ’

(RSN
R
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(e} 6Cuantas toneladas métricas

(a) Halla su volumen en pulgadas cﬁbicas. I R “‘~‘,%
(b) Halla su volumen en ples cubicos. Recuerda que -, e

- 1,728 p&g. cb, = | ple cb L : : \..ia‘j ‘
" (c) Halla el peso del agua, ' Recuerda que 1 pie cubico de

N . .
. % -

agua pesa "62.4 libras. ‘
- Las aristas del tanque delrproblemqmé_ miden“aprgxlmadamente \Mf;gwﬁi
- 2,06 metros. ‘ 2 . . . B
(a) Halla el volumen del tanque én metros cﬂbicos. B ‘,ﬁ \;'
(p) Halla su capacidad en litros. Recuerda~que hay‘mil litros B
f\ en un metro cudbico. ‘ i; o B
(¢) .;Cudl es la masa del agua contenida° Recuerda que 1 - B

litro de agua tlene 1 kilogramo de masa. - A :
,Cuanto menod?tiempo neces}taste para resolve el problema 4* ;
que para resolver el problema 3! ;Cudl es 1aﬁbentaja principal "é

vde calcular en el sistema métrico9 o - oo
' Un tanque tlene un volumen de 2, 500 cm.3 . gx“;

(a) &Cudl es la capacidad del tanque en mililitros? o
(b)\~ 6Cuantos kilogramos Be agua contendrd el tanqu ? " -

\de agua contendrd el tanque? ) .
Un deposito ciblico tiene sus aristas de 30 cm. de 1°nsiﬁfd Cor

(a)- ;Cudl es el volumen del depdsito en em, 22

. (b) &Cudl es su capacidad en 11tros?

i;\»f% galdn imperial britdnico, usado en el Canadd y en Gran

R

‘(é) ;Cudntos kilogramos de’ agua cpbntendrd el depésito°
T (Suponte que el depdsito es impermeable, por supuesto. )

El ‘volumen del sol se estima en unos 337,000 millones de

- milldn de millas cubicas o |

» A4

- . 3 37 X 1017 nillas cubicas

(a) Sablendo que 1 mi. =~ 1.6 km., expresa el volumen del
“sol en kllémetros cublcos. (Si prefieres, da tu res-
puesta indicando solamente las multipligaciones. )
\(b) Expresa ;i volumen del sol en cm.-> , dejando la multi-
plicacién indicada. ‘

Breltatia, equivale a 1.20094 galones americanos, o

3
-

\1 galdn imperial inglés =~ 1,2 galones americanos : ~ g

o
W g ey
—

c [ 1) .
ER AN . .
. b . ’
:: N . 6



R [N . N . t

T T SO I e S N R e S A SN NN N RTINS
SRR TN ’!E Y TR TSR ) N T R AT i

[ \‘ - “\ » ‘ . < ; . - “_1'53“ . ‘. . 3-10

l}

. (a) Cuand;) compras / ‘5 "ga.lon\es"* de gasolina en el Cahfa.dé.,?

“ ~ gousntos galongs americanos recibes? ‘ v
- (b) GCuantos galongs. 1mperia1es se necesltan para llenar un
‘ barril que cou iene .72 galones americanos° \ o
Problemaé s AN N

) Consulta el V;gesimo ahuario del consejo nacional de maestros
de matematicas, como libro de referencia.,, ‘

L I

(=) 'Revne una 1ista de todas. las unldades de medida para £
longitudes, areas, ' voldmenes vy capacidades’ que puedas : uf
encqntrar en dicho iibro de refefencia. ILleva esta ) |

Ce oV lista a 1a 3scue1a. . ‘ \
e " (b) Escribe una composici¥n sobre el tema "Por qué prefiero
. el sistema inglés de medidas al sistema métrico” o "For
‘ qué prefiero el sistema métrico de medidas al sistems
. inglés". Puedes consultar el 1libro de referencia para
L. o 7cohseguir\mayor informacidn.” Se explicapa blen este
. © tema en articulo titulado "E1 sistema\métrico—-pro
oy contra", Eor Chauncey D. ‘Leake :y Ralph M. Drews, que‘
aparecid en Mecanica popular de dieiembre de 1960.\

(c¢) GQué pesa més, una libra de plumas o una 1libra de oro?
N * N
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Breve resumen de las relaclones entre un:bdades
‘ La tabla que ves a continuacldn resume, mucho de 10 que se
. ha’‘dichd sobre el sistema métrico. Con ella puedes obtener todos
~ los mﬁltiplos ¥y submultiplos de. las‘unidades de é.rea, longitud
volgmen, masa y capacidad. ‘ . e

*

"Tabla E ¢ .
\ ~ Longitud " \ -

‘ . \
10 milimetros (mm.) = 1 centimetro

100 centimetros (cm. ) = 1 metyp (m.) ™
1,000 metros (m.) . = 1 kildmetro (xm.\)

~ Capacidad ‘
' 1,000 mililitros (ml.) = 1 litro (1.) = 1,000 cm>

\ Masa \ .
1,000, miligramos (mgm ) = 1 gramo (em.) ‘
1 kllogramo (kgm )

1,000 kilogramos (kgm.) = 1 tonelada métrica

A

1,000 gramos (gm.) .

il

A continuacidén se indlcan algunas relaciénes de conversio’n
importantes entre las correspondientes unidades inglesas Yy

MTricas . \ S ‘ '
. " L

(definicién. 1 pulgada (plg. )
de pulgada)

By »

1 metro (m.) )
1 centimetro (ém.) s 6.39\ pulgadas ('plg.'-)) '
e \ 1 kildémetro (m.) = 0.62 m111a'(m1,)

| 3 1 milla (mi.) ~ 1.61 ¥llémetros (km.)

?
. »

\;63 - .

R N Y.
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1 galén (gal.) = 3.785 litros (1.) | -
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B . Capitulo 4 .
R CONSTRUCCIO s, TRIANGULOS CONGRUENTES T
T o N Y LA PROPIEDAD PITAGORICA | S o

R

‘ heq, Intrcduccién a 103 dibujos z_las construcciones en matematicas
. o El dibujo de,ﬁiguras Y el uso de croquis nos ayudan a resblver
‘muchos problemas.b Los ingenieros aeronauticos dibujan figuras de

cada parte de un nuevo aeroplano para estudlar mejor los problemas
il que presentan.\ Los arquitectos, antes de.. comenzar a construir,
" .disedan la planta ¥ Ia?fachada de un edificio exactamente‘como
éste senzé}a una vez terminado. Los directores de teatro dibujan
11*3 'kl escenarlo 'y la posicion de 1os~objetos para deci&ir mejor cémo
\?\ se debe presentar eierta eacena. - Los carpinteros dibujan los . ‘\
. .: objetos que van a construir.\ Los electricistas‘hacen diagramas ST
| para mostrar cdmo se- deben disponer los devanados de una maquina '{~.*
eléctrica. Mgphos de tus problemas seran mis faciles de resolver
T8l adquiereqv el habito de dibu,jar figuras o dlagramas que te ayuden
4!HE; a ver las relaciones gue se presentan en bu problema. A véces 1os
‘ egtudiantes co%eten errores tontosxporque no se toman el trabajo

-

de dibujar una figura ‘de ‘la - sltuacidn que presenma el problema.
- i Para. muchos problemas es suflclente hacer un. crcguis ded1a
» situabion.; En tales chsos, 105 croquia ge pueden dibujar a mano
\alzada. Aungque impreciso por ser un disefiq ligero, el croquis
.. debe ayudarte a "ver" el problema. Ne tiene sentldo.perder el
»—~\\ﬁiempo en dibujar una figura perfecta si basta ,;un croquis.
Algunos problemas se pueden R : o . . '

»

0 resolver, efectuando mediciones sobre
) 1os dibujos, pero en este €a80 tales
dibujos deben §br suficientemenbe
precisos- Para hacer dibujos pre- -
cisos se utilizan diversos instru-
l"mentos. Una persona guya profesion
consiste en hacer dibujos precisos ‘

- .

L Y

. © . se llama 1bugante. "Los dibujantes_
5y ubdlizan compases y.reglas, pero
ademas emplean muchos otros, .
. - . CT
’ ® l‘ ) ) - N » ® )
. ' N
- :xr/ ‘1 g\)
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o instrumentos, tales como transportadores, reglas en T, escuadrai//
triangulares de 30 'y 60 grados, escuadras triangulares«de 45
. grados, reglas flexibles, reglas paralelas, pantdgrafos Y plan-
. ‘£11145. Utilizaras ‘algunos de estos 1nstrumentos, pqﬁob%trog
.son demasiado caros para usarlos en esta etapa de‘tus estudios.
Entérate de cdmo son y de cémo’ se usan. “los Biguientes instru—
mentos de djbujo: s v . B o
- (a) escuadra trfa.n/gu\ ir de 30 y")_o grades
"(b) plantillas * t A
(e) pantdgrafo = - L \.‘- o
Los inatrumentos solos no pueden produciraexactitud Quiep
da resultados exactos eres tu, cuando’ emﬁﬁéas esps instrumentos
de manera adecuada. En el septimo grado- has”aprendido .8 usar ’
. el limbo graduado;~sin em rgo, es posible,que necesites revigar
& | estas ideas con tu pr ésor, - : » N .
. Cuando se

€ 'un angulo y uno ‘de -sus rayos no es bastante

Y -

largo €omo para. alcanzar la escala del: limbo graduad6 prolonga ‘\.
'el‘rayo 0 coloca el borde de una regla euidadosamente a lo 1&Tij

del mismo.  Ten cuidado de utilizar la esgala\correcta del limboj ..
graduado. ‘ - T '

-

»

v A

Como recuerdaa, se llaman figuras planas las figuras que
estan complatamente en una superficie plana como tu hoja de
: papel o la superfilcie dge la plzarra. Las riftas "los éngulos y
los poligonos son eJemplos de figuras planas‘ Las rectas son
las mas simples de esas figuras. Son de espeéial interés las
relaciones gue hay entre dos o mas rectas en“el plano: las
rectas perpendiculares son rectas Se intersecan formando
angulos de 90°- las rectas parélelas son dos o0 mas rectas que ‘
no se inteksecan o, en el 1 nguaje de los conJuntos, rectas cuya
—~ 1nterseccion es el conjuntd vaeio. . P
...Las perpendlculares s‘spueden‘dibqjar één preclsion con la
L. > ayuada de un limbo graduado, pues basta medir un angulo de 90°
*eﬁ cualquier punte de una recta. Prolongéndo les rgﬁos, se
\puedéi
mutuamente\“?rpendiculares.

formar rectas, ‘Las réctas, rayos, o segmentos pueden’ ser

»

Se consideran cQmo paralelos lo§ bordes de la mayor parte

. 2. N »
Ya . AN i .
= . . L DY \ N - * .
o » . AN P
» R
.

~ >
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‘de 1as reglas. Una manera raplida de dibujar dos rectas paralelas
. es trazar una 1Tnea por cada lado de una regla sujeta de manera que
. Naturalmente, este método ;tiexge usos limitados, pues

.

no “se mueva.
todos los pares de rectas paralelas resultan trazadas a Gistancila
Para allanar esta dificultad se necesita el limbo

-

constante.
graduado.

\h
@

T2
o
r

A
o

v

Sollyer

L4
)

Para‘trazar rectas paralelag con exactitud, puedes utillzar
el limbo graduado si recuefdas que los angulos ¢ rrespondientes
formados por dbs.paraleias y upa* secante sorf congruentes. Una
secante es una recta gque interseca : -
a dos .o mis rectas en puntos distintos. S \
Sx'quierés dibujar la figura de - '
la derecha, utiliza una regla para . % ’
trazar la recta 4. BEn cuélquier ) U
punto de la recta | 3, dlbuja una
~recta t de manera que gse forme
.60°. 'Traza una ter- " Jeo* A
que interseque a

» i

un angulo de
.cera recta 11

L) * 2

*
(Es la recta 2 paralela a
la recta %, en ambas filguras?

N B
;Cémo lo sabes?
A

oV

°

hel

la regta ] formandq con ella un_ . t ‘ s
‘4 gulo de 60°. Como 108 angulos\ N AN J .
cOrrespondientes son congruentes, R .
la recta ‘4 es paralela a la . _\130° i
.recta £, . U \\\ '
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“ﬁﬁtilés para dibujar rectas para-

Las reglas en T y las ST T~
escuadras triangulares son también oo

lelas. La‘figura de la derecha - : \ _
~ ilustra la menera de wsar.-la - . | [T _— 1 ™ <
T, escuadra triangular.y la regla en S "_”__' e I .
T para trazar rectas paralelas.‘ 4 /2z7/421 E | -
Se dibujan conjuntos de rectas . — 1 . .
" parelelas movliendo la escuadra | | | o o f “~
triangular a lo largo de la regla 1 .~)f‘

en T o moﬁfendo la regla en. T

solamente. : " ‘ .

Otro tipo de dibujo preciso que esﬁudiar - en este cébitu16

‘ es una construccién con la regla y el compds. Estas construcciones

bon dibujos que se hacen empleando. solamente dos instrumentos, una

- regla y un compas. Naturalmente, se usa un Jgplz (o una tiza).

Como la frase "construcclones con la regla y el compds" es muy.
larga, emplearemos en este cdpltulo la palabra construccién para
referirnos a dibuJos que se hacen unicamehte con la regla y el
compds. . Supondremos que la regla no lleva marcada ninguna escala,

\.pues se emplearé 8dlo para trazar rectas ¥ no para medir longitudes.

\ § Y _Jercicios 41 |
1. Dibuja un’ angubo de 60° sin usar el 1lmbd* graduado. Ahora
- mide el angulo con el limbo graduado. .;Con qué aproximacién
vendrs dada tu respuesta? Haz otro dibuj@ para ver si tu
estimacidn ha me jorado. .
2. DdbuJa angulos cuyas medldas en grados se indiean Y continua—
cidn: o \ .
(a) ¥ (e) 30 . (e) 10° ~(g) 110
(b) 90 (a) 120 () 160 (nh) 65
Mide cada uno de eilos con el li%bo graduado para ver hasta
‘qué punto has eg}imado\bien el tamafio de cada dngulo. Repite
la prueba sl no estds satisfecho con la primera.
3. 6Qué angulos del problema 2 son agudoa° ;Cudles son obtusos°
y, Dibuja con la regla y el 1imbo graduado una secante que
interseque a una de dos rectas paralelas con un éngulo de 8o0°,
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(a) - aCuantos pares de éngulos correspondiéhyes puedes
- encghtrar° o : L
(b) GCuéntos pares. de angulos opuestos por el vértice hay
en tu dibujo?
(e) ;Cudntos grados hay en cada, par de dngulos opuestos por
el vértice? ;Y en cada par de gngulos correspondientes9
(d) ;Puedes dibujar tres o mds rectas paralelas, ‘cada una de

» las cuales interseque*a la secante segin un angulo de

80° ? :
Usando 1a regla y el limbo graduado, dibuja un triangulo que
tenga dos &ngulos -Aé 60° oon un lado de Zg-pulgadas de
longltud entre los vértices de dichos dngulos. c
Con la regla y el 1imbo %raduado, dibuja un triéngulo cuyos o
lados sean 62 cm, ¥ 5 cm. El angulo formado por esos
lados es de 118°. ;De qué clase es el tridngulo? »
6Recuerdas que: un paralelogramo es uh cuadrildtero cuyos. lados
‘ppuestos estdn sobre rectas para1e1$§9 ;Es el cuadrado un ;
paralelogramo° Son paralelogramos todos los rectangulos° !
(a) | Ubilizando la regla y el 1imbo graduado, dibuja el rec-

N tangulo KBCD. ;De qué tamafio es el dngulo de vértice A?
.Y el de vértice B? . RN
;Son A y B vértices, consecutivos del paralelogramo
ABCD? o ; '

Recuerda esta propledad de los paralelogramos* Los

(e)
gngulos de vértices conggcutivos en un paralelogramo son
suplementarios. La suma de las medidas de los dngulos

‘£ A y B es .

" los dngulos B y C.
éngulos consegutlvos. z \, Y »

Determina la suma de las medldas de
Haz lo mismo con cada par de

En el paralelogramo RXYZ v s
- . ' ‘ I \ *

N ws® .

R
m(/ z) + m(/ R)
" m(/ R) + mn(/ X)

v
m(/ X) + m(/ Y¥) |
m(/ ¥) +m(/ 2) = .

1l
i
-

b
]

LAY
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9;~ Utllizando la regla y. el 1imbo graduadc, dibuJa un paralelo—
gramo de 1ados 1 pulgada y 2 pulgadas que formén un _angulo -
. de .78°, - ‘ . s

10.  PROBLEMA DIFICIL. ,Un agricultor piensa dtviair’ su hacienda

-

\‘en partes iguales entre sus hijos. La forma de la_hacienda o

se ve en la filgura. Cuando tenia dos hijos, proyectaba
‘dividirlia como se muEStra en el primer diagrama. Era facil
dividdrla cuando tenia tres hijos. "Ahora ‘tiene cuatro hijos.

" $Cémo ‘puede dividir la hacienda en cuatro partes que tengan

~exactamente 1a misma extension y sean de la misma forma°

’ . \ |
T ‘.: i ~ N ~ .
Divisidn para. - Divisidn gara - ' +Cdémo puede
2 hijos \ ‘f -~ 3 hljos \ o dlvidirse para

4 hijos?

»

4.2, Construcclones basicas \
Y Al dibujar las figuras" geometricas, has\empleado diversos

diSpositivos mecanicos para’ poder trazarlas con precisién. ‘En
los . 2,000 afios que han’ transcurrido desde que Euclides y otros
pensadores griegos desarrollaron la geometria como una clencla,
muchos autores de textos de geomef“ia han consideraao conveniente
poner clertas restricciones a‘'los instrumentos que ae deben usar.
E rtud de estas restricciones, la regla’ debe ser usada para
razar\gegmentosyde recta, y el compis debe emplearse para trazar
Y arcos., Un aggg_es,cualqu%er porcicon conexa de

clrcunferen

una circunferencia. \ N .

‘ En tus construcciones, debes usan el borde recto de las
reglas, sin emplear las graduaclones de las mismas. En geometria
Imaginamos que las reglas no tienen marcas que permrtan efectuar
mediciones con ellas. ‘ ‘

Puedes observar que_dibujamos, o constgbimos,\un segmento da

-~ » | | :l i‘(‘)

o
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recta trd!andolo con un Iiptzr—apoyado—en—el bc»ds_nactilineo de.

una regla. Por otra parte, nuestro método para dlbujar una elrcun-
atante diferente. FEn esta construceidn empleamos un
\ ‘speclal: el compds. No efectuamos el trazado con a
;‘apiz a lo. largo de un obJeto que tlene el borde circular. Los
esfuerzos para diseilar un!instrumento con el que se, puedan trazar
\§§gmentos de rectas sin emplear la regla, constituye un capitulo
. interesante en la hlstorla de la geometria. Estos esfuerzos
tuvieron #en éxito solamente hace unos 100 afios. \
Las figuras geométricas dilbujadas con regla y compas solamente,

ferencla es

se llaman construcciones. En esta seccldn aprenderas varias cons-
trucciones bdsicas que se usan en geometria, e

\ K’Sigue las instrucciones y completa cada una de las construc—
clohes de 1 a &,

1.. Para coplar un segmento

\ : A — B
(a) Dibuja ung recta un poco
. mds larga que el segmentd « \ —
dado que se qulere coplar, ' Paso a

. (b) Coloca la punta del compds
*  en uno dg los extremos del

»

segmento dado. .

¥ (¢) Abre el compds hasta que A \ \}B
‘ la punta con ldpiz toque " ‘

el otro extremo. (La Pasos b y ¢
distancia entre la punta
metilica y la punta con
lépié del compds ed-la
longltud del radlo del .
compas. ) W .

(d) Sin camblar el radio del - Paso 4@

" compds, coloca la punta

metdlica en ‘A' - (un punto qyalquiera) sobre ‘la recta que
has trazado, y marca un.arco donde 1a punta del lapiz

A
-3
@

A

interseca a esta recta. El segmento que va del punto A’
‘(en que se ha colocado la punta metdlica del compas) a B
(la interseccion del arco y la recta) tilene la misma

»

*




: ~luug55'bué--que—-ei---sggmen%c—original.
- Usa esta construccidn cada gez que necesltes determinar segmentos
. de lgual longitud.~ - e

Voo fz, Para blsecar un segmento de recta o
‘  .La palabra bisecar significa dividir en dos partes iguales.;
(2) Coloca la punta del compés 8 ~
en un extremo.del segmento.
Abre el compés de manera que
su radio gea mayor que la
mitad de la distancila entre
~los extremos del segmento.w

(b) Traza arcos por ;rriba ¥ por
. abajo del centro del segmento.
Debes hacer los arcos bastante
largos para estar seguro de
s inclulr puntos que estén por
encima y por debajo del centro. -
e . ‘Ei} ;
(¢} "Sin cambiar elﬂgadio del éompés,
coloca la punta metdlica de éste
en el otro extremo. Trdza arcos '

que corten a los dos arcos ante-
riores. . ‘ \ ‘ .

.én que se 1ntersec§n los arcos.,
Esta recta biseca al segmento
~‘origina1 \ .

(d) Traza una recta por los puntos - ;%f‘

L N

Mide las dos*partqa obtenidas en (d) 6§6n :xig\
» de la misma 1ongitud°‘ 60ua1 es 1a.relacidn Lo




RN

entre el segmento y 1a recta.mediatriz que has cona§ruidq§

(a) Traza una recta-de refe- e \‘il~ RN
\ \~renci§, parte de la cual ‘ “ L
serd’ usada como un’ rayo
i del . édngulo. .
.. (p) Coloca la punta del compds
\ en el vértice del dngulo
y traza un arco que inter- -
’ seqpe a ambos rayos del
‘ ~ &dngulo. \ -
f:( (¢) Por un punto P, sobre
\ ) .1a' recta de referencla,
traza un arcp con el
_radio que has utilizado
~en  (b). , o
(a)" Coloca la punta gel com- !
" pés en la interseccidn de
w . un rayo del &ngulo origi-
' ‘nal y del arco que lo
\ interseca. Coloca la
S punta con ldplz del compds -
en la'otra interseccidn.
(e) Con el compds en la posi-
cidn que- se obtuvo en
(d), coloca la punta en
'1a interseccidn de la
recta de referencia y del
arco., , Traza un arco que
linters?que al arco dibujado
. (C)'s T ‘ ) .
() Traza uﬂ rayo ‘qué parta de
- P sobre la recta de refe-
rgnc{a§yfqﬁé pase por la L ) \
interspcecldn de lps arcos. . ‘ S

j
{ N '3,  Para coplar un éngulo |

—

o

. »
- o~ -

Emplea el transTortador~para verificar esta construceidn, - .




3. Para bisecar un angqu,»

Las cuatro figuras ilustran

- los pasos que hay que seguir para
\bisecar un angulo con regla ¥y

compas. ,
Estudia estos pasos en 1a3~
\ construcciones.. Luego dibuja un
angulo sobre*una hoJa de papel Yy
" bisécalo. o
i Puedes decif tﬁ“mismo\lo
que hay que hgeeg eh cada paso?
: Emplea el limbo. graduado
ﬁérg‘médir\los dos #ngulos que
‘has construido. ;Tienen igual
Medida? o -

)
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A

i | | EjercIcIort=ea ‘

. Usa la regla para trazar wna recta horizontal de 1%-pgigad$s
de longltud. Construye sobre una recta Vertgcal dada\un\seg—
mento de la mlsma 10ngitud .

2. Usa la regla para trazqr un segmento vertical de Eg-pulg&?as ‘
" de 1ongitud Construye sobre una recta horizontal dada un
segmento de la misma longitud. o

3. Usa la regla para "dibujar un segmento oblicuo de 5 centimetros

\ de longitud .Construye sobre una recta horizontal dada un
Segmento de. la mlsma- longitud. » o ¢ -

”~4‘ Biseea cada una de los segmentos que has construido en Aos
\ problemas 1, a 3 Emplea solamente regla y compas.
;EL iﬂbuja un angulo aguﬁo y un angulo obtuso. Cgpia cada
lqs angulos empleando solamente regla y compas.\ »
6. Dibuja un dngulo agudo v un gngulo obtuso, Bisécalos gmpleando
. solamente regla y compas.\» \ -
7. (a) Dibuja un tridngulo grande. ' Biseca cada angulo d?l'tr1-~\
. angulo. Prolonga las bisectrices hasta que se in erse-

luno de

qu en. ' )‘ ?‘

(b) » Cuando tres o mas rectas se Iintersecan en un punto, se
‘ 11aman ‘rectas coneurrentes. ;Te parece que las b:¥ec-

triges son rectas goncurrentes? !

8, Dibuja un segmento ¥ luego dividelo en 4 partes lguales.
Emplea solamente regla y compés. ‘ ‘ .

9. Dibuja un angulo obtuso y construye rayos que~dividan el

‘ angulo en cuatro angulos congruentes,

Las construcciones bésicas que has estudiado pueden ser
empleadas de varias maneras diferentes. A esta altura de tus
estudios, exploraréi‘solamente algunas de esas maneras, Cuando
estudies geometria en el segundo ciclo secundario, hallards muchas
mis. Esta leccidn estd’ destinada a efectuar descubrimientos. Si1
es necesario,\se agregaran al problema explicaciones breves.

qu

(81 ]
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SN . | \ ) Eje rcicios h“Eb )

S 1gua1 a la dgel sigulente: N
& ~

‘“‘1. Dibuja'un segmento de recta con una longitud aproximadamente

2

A

‘ “ \ ‘
& (a) Empleando esta 1ongitud como radlo, traza una gircun-

;:;‘ ,* ferencla con un extremo del segmento como ce tro.
-‘gi; o (b). Traza otra circunferencia con el mismo radlo 'y con
ik ~ \‘ + centro en el otro extremo. “ "
\:* X ’10) En cuantos puntos se intersecan las circunferencias?:
‘ »(d)‘\TQma uno de los puntos de interseccién de 1as ‘dos circun—‘ 3
‘ ferencias Yy traza los segmentos determinados por ese ﬂ‘"‘

punto y.cada unc de los extremos del segmento original.
\ (e) Compars las medidas de los tres segmentos. o '
T (e) sQué clase de triangulo has construido?
2. Construye un tridngulo cuyos lados tengan como 1ongitudes
‘ las de Jos segmentos que se dan a continuacién‘

N Puedes Seguir el plan del problema 1, con la excepcidn de

‘que kas elrcunferencias de los pasos (a) ¥y (b) \nq‘tendrén‘

el mismo radlio. K \ - w

3. (a). Construye un tridngulo cuya base tenga la misma l&ngitud
,que el segmento quigée dibuja aqui, y cuyos dngulos en
cada uno de los ext emos de la base sean congruentes a

. o los siguientes angulos~ - . ‘ *

N v, N Y . {

(Sugerencia: Emplea la base ¢omo un lado de cada éngulo )
(v) :Serdn parecidos todos los triéngulos congtruldos con !
estas medldas? Esta construccicn se emplea para dibujar
) triangulos Cuando se conocen dog dngulos y el 1ado comﬁn 
- : - a ellos, _ 7
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(a) ¢Construye un triangulo, dos de cuyos lados tengan 1a

(v) gSeran Qarecidos todos 1os triangulos ‘construidos con

- misma 1ong1tud que los segmentos que aparecen mas ébajo,
Y cuyo . gngulo comprendido tenga la amplitud del que se
da aqui. - ~

.

N

c

estas medigﬁ&;, Se usa esta construccidn cuando se

por ellos. ! : ~ ~%
Construye un triangulo rectangulo que tenga un angulo agudo de
60°. (Sugerencia' 1Se puede emplear un triéngdio equilatero
-~ Acomo base para esta construccién° 6Cuantos grados hay en cada
dngulo de un triangulo ‘equilatero? Se pueden construlr dos
- tridngulos rectdngulos a partir de un triangulo equildtero de
dos maneras: empleando la construccion 4 & la construccion
2. Ensaya ambos métodos y comprueba 1a construccidn con“un
1imbo graduado. ) ‘ ‘

3

N

Dibuja lo sigulente: \ ‘
() 3 rectas concurrentes.‘ o "
(v) % rectas concurrentes. :
(¢) 5 rectas concurrentes. . !
~(a) Dibuja tres rayos tales que los extremos de 1os rayos
sean el unico punto de interseccién.
(b) .iCudntos os forman los rayos de la- parte (a)¢
Construye u ento cuya longitud sea lgual a la diferencia
entre las longltudes de estos segmentos:
o . \ — o,
. | | s
(a) Dibuja un triangulo V- construyé los puntos medios ‘de

cada wno de sus lados. ' Une, cada uno de estos puntos
medlos con el vértice opuesto. Los segmentos asl deter-
minados se llaman medianas del triéngul?.

(b)) ¢Son concprrentes'1as\med1anas? .

‘conocen d&hd%&dos de un triangulo y el angulo comprendido

st
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Un poligono ‘es una curva simple cerrada formada por segmentos
—— . de recta. Un poligono con cuatro lados es un cua@gilatero.' Hay‘
muchas ‘clases de cuadriliteros: trapecios, paralelogramos, rec-

\ o tangulos?~cuadrados, etc. Un poligono de cinco lados €8 un
) Eentégono, uno de ‘sels lados es un hexigono ¥ uno de ocho lados
és un octdgono. = Si, los ladds'sbn todos de la misma 1ongitud y ‘
todos los angulos tienen la misma g‘nedida, los pol:[gonos se llaman e
\ Yegulares. CT. - - . ‘
- 31 cada uno de 1os vertices de un poligono es un punto de
- una circdnferencia, decimos: que el poligono esta inscrito en 1a
- clrcunferencia. En esta seccidn,* usards las construcclones que
has ‘aprendido para inscribir tridngulos equ}léterds, éﬁadrados,~ v
- hexagonos R octégonos.; Los problemas contienen. los datos sufi—~
¢lentes para que efecties las construcciones. . ‘
. f Ejercicios 4~20 ~. - .
3 1. Dibuja una circunferencia de radio =2 pulgadas. iCon una
T\‘ - abertura de compds igual al radio de la circunferencia, y .
) ~ partiendo de un punto cualqilera de la ‘misma, marga un arco ‘
: v~ sobre la circunferencia. Coloea la punth del comﬁés en gl
“ ‘ " punto en‘qye el a;cbfinte%s c¢a a la clrcunferencla. Marca .
‘ otros arcos sobre la circ erencia. Continﬁa de "la misma
: manera hasta que el dltjmo. arco pase por el pﬂnto de partilda.
. 31 haces esﬁo cuiéados ente descubriras que el udltimo arco
&ibujado pasa exactame te por el punto de partida.
(a) GCuantos arcos hay° :
v(b) Cpnecta ada 1 er ecciqn‘ﬁﬁala circunferencia yun o~
arcq_con.las in cciaﬂes que estan a ambos lados de
é1. : .
// (c) ;Qué flgura forman esos segmentos° )
(@) * ¢Cémo puedsﬁhemplear estos puntos para construir un
e \ triangulo equildtero?. \ ' i
. “ (e) ¢ Como pued?s formar\una estrella de seis puntas?
" » X \: \
- i / ‘




~‘1nventa algunas mas, : . :

LT A *_171; \\\\:. , e s ' hiz\
N ' = . » . . @&
Dibuja una, circunferencia ¥. un diaMbtro de 14 misma. Utiliza
el limbo graﬂuado para trazar*un diémetro perpendicular al ~
pr er, Eliametro., Une ordenadamente, con Segmentos @ refrta,
" los extremoa QF los diémetros. '\ . el N

- N - Joea

- N . : « N 7

(a) 2Qué figura se. forma?’ T : \.

(b) 4C6mo puedes formar un poligonp con doble nimero de lados¢
Hay dos maneras dé hacer esto. gPuedes explicaﬁ cuales .

\0 -

son® \ = \ .

~(Como has qsado tu limbo graduado, 1a figura que has dibujado

'"no se 1llama una construccidén. En. 1a Seccldn 4-5 aprenderemos'

: 1a.manera de construir un 4ngulo rects. ) \
Cbnstruye upa circunferencia e inscribe en ella un trihggulo -

\qquilatero, un hexagéno y un pOligono de 12 ladqs.
Con estas. construccipnes basicas se pueden™ b jar\varias
figuras, como 'se muzstra aqﬂi Trata de cop 1as y- luego

\

’w > N . -

vy’
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4\-3.\ Simetria T .

LN

. ”y 4-5 hestudiaras 1a congruencia.~

-

- arranca un triangulo rectangulo . f
cuyo lado\mayor coincida con el - g

: \j* ciden exactamente los triangul°3

94 es simétrico‘respecto de 1a recta,

™
]

L, Bn la seccion anterior has- trabajado con. construdbiones geo-
métricas. En estawseccién explorarsds algunas de las propiedades
de las figuras que has- construido. La mayor. parte de las cons—
trucciones SQR ejemplos de simetria y de congruencia.‘

'Esta seccicm se ha escrits de manera que puedas. descubrir ‘.’

~por»t1 mismo lo que significa- aimetr&a, y en las Secciones Wb 4 R

£y * R .-

: EJercicios de clase h-} ‘ . ) ‘\
AR (a) - Dobla por la mited una L R !
hosa de papel- tomada de tu cuadexrno - " L ..‘ o7
‘de notas (O*Gualquier otra hoja de S ‘ o~ " ~
" papel con esquinas.cuadrada33 2. . o .

Partiendo del doblez, corta o - — R

*segunda figura. AT mismo’ tiempo, .
Qorta un triangulo rectangulo a
ambos lados del, pape} dohlado.\ La '
figura de la derecha, arrlba, es * : \ TN

~una hoja "dohle". .Desdobla. luego . . :
la' parte que permanece doblada. . - R ) |

-

31 Qué" forma iene° . B C ~ . -
* (b) Marca con A el vertice del .doblez, y con. B Y
'C los otros vérticeSa Marca con D° la 1nterseccidn gel doblez

’y del lado BC. Ahora-la figura Be_. parece a la s:lguiente.~ -

. -

“ (e) Dobla.nuevamente el T R

-

l
|
b
doblez, como, sé’ muestra en la R B
|
|
|
|

Ay

triangulo a 1oﬁiargo de. AD \ GCoina s

rec;angulos ABD y. ACD uno sobre .-
otro? Declmos_que el triangulo ABC X
KB porque'cuando ‘se- dobla a lo | .
largo de Iﬁ las dos mitades eoin-\

3.

R 24 :

biden exactamente. La recta AD‘ e e : . «

o %

B
LY ) i
* vt‘



\\y'déblala nuevamente por la mitad
‘transversalmente (de maners que el

~ corta la esquina en-que se inter:
‘secan 103 dobleces, como se indican

»\.exactamente las' dos mitades cuando
. 'doblas a lo 1argo de ﬁ§9 ‘6Qﬂa

ejes de simetria hay?

‘regular de’ la figura. 6Determina

¢

c _173.5 \ * : ..“ ‘,\' . \)J.._Bi .

N N . . .
9 - N N -

“es”un eje de simetria del tridngulo. . S >
wroo e (d) 4Cuéntos _eJes de simetria tiene un triangulo BN

&

isgsceleSV gY un triangulo equilatero° 6Y un triéngulo esqaleno% ‘

;‘; ® 2, (a) Toma otra hoja de tu cuadeano” ¥ déblala a lo largo,

por la mitad. o A N

'(b)# Toma tu hoja doblada | e

dobIeF calga sobre si mismo). R~

en la figurg ala derecha. Des- o

) pliega la pieza que haa.recortado.~ 1 - L S R

Ly >

idué forma tiene? : . .

(¢) Marca tu flgura como S . o ' &

se lndlca a la derecha, (Colnciden

-

pasa si doblas a lo 1argo de !ﬁﬁo
;Hay un. eje’ de simetria® ;Cudntos |

~
>

-

f\ © 3. Consldera el hexagono )

un eJe de simetria cada'una de las
rectds de trazos? ¢Hay okros ejes -
de siﬁetfih” ;Puedes encontrarlos°\
5Cuantos ejes de simetria tlene un -,
hexagono~3egu1ar? . , .- - \ .

\.». * ..-. r A i v ) \

r, Dibujé"una circunferencia y une de sus diametros. ‘gﬁﬁ *

‘ \este diametro un'eje de* simetria° ;Tléne la _clrcunferencla otros

ejes de simetria9 bHay 5 ejes “de simetria° JY 1002 Y 10272

,GHay més ejes‘de simetria que cualquier mime ro que puedas mencionar°

-



figura de la derecha. Es la figura ° -~

" El segmento ® AB se llqpa el eje mayor

R 3 ) N . L

-174-" b | o T

N »
» N *

5. = Observa la eiipse en ‘la B - “ . T

que- obtienes recortando la punta de DR
un cono meﬁiante un “corte plano ~

~oblicuo. ‘3E§ AB un eje de simetriaV‘\ : B

;Hay otros ejes’ de simetria9 ;Cudntos .

ejes de simetr{a tlene una elipse? e t
de la elipse. Otro eje de simetria es el eje menoxr de la elipse
+Por qué piensas que AB se llama el’eje. mayor? .aande estd el

*

eJe menor° “ o

LY .
) -

Bn estos ejerciclos had aprendido que muchas de. 1as figuras

\\geométricas qne conoces son Bimétricas respecto de una recta.

.

Muchas figuras ornamentales y decoraciones tienen tambien esa

"clase de simetria. - &
‘wDefinicidén. Una figura es simétrica regpecto de una recta &£,
81 para’cada punto ‘A de la figura, hay un punto ,B también )

-

_ de la figura, tal que \z es una mediatriz de 2B,

. .
v N \ -

o - ggggcicios 4—3 oo

1.~ Ddbuja un rectangulo ¥y traza sus ejes de simetria, dandoles
.nombre. ;Cudntos ejes de simetria tlene un re ngulo°

2, \'Dibu,ja un tridngulo equnatero, trazando y dando mombre a

-

" Sus ejes de sime?ria. sCudntos ejes.de simetria hay? ~J"

3. ‘Dibuja un cuadrado, .traza y desligna sus ejes de simetria,
© \iCuédntos ejes de simetrla tiéne un ‘cuadrado?. @ . T
#i‘ Traza y marca los ejes de simetria, si los hay, en .cade una
de .las figuraS\qué siguen.,~gCué§Fos‘eje§ delgimetria tiene“
- cada ffgura? a o~ - i ‘ RS

p——
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¥y luego desddblalas. Es simétrico cada dibujo respecto gel ~

i

doblez? ;Es el doblez un eje de simetria? » R )

6. Dobla por la mitad una hoJa de papel, ¥ 1uego déblala nueva- N

1mente por la mitad, perpendicularmente al primer doblez.
\Corta una figura en ella y luego adsddblala. - ;Dénde estan

N

)
4

108 ejes de simetria9 : ;| .
\7. Decimos que una circunferencia es siméfyica resp:é;o de. un - @ .
e punto, su c¢entro, y ‘que una elipse es aimétrica specto de

un punto, su. dentro (el punto en que se Intersecan su eJe
maymr y su teje menor Tamﬁié?:déﬁimos que Ja figuta que

w‘~apanece en la.pagina slgulente
Jpunto. O. Describe verbalmente 10 ‘que crees que.se, entiende
por simétria reSpecto’ae un punto.

. B
. - N Y . »
. . . . - . .

. R y 2, . .

. «"V~ ) | “;t‘ . ;:
5. Dobla uria hoja de papel ppr la mitad, corta alguhaé figufas o

s simétrica reSpecto del . ﬂvi \’”\
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N \6vualeh de 1as~figaras del problema 4 son\simét}réas resﬁecto\:
de un punto? - - N N \"~‘ PN
* 8. Cuando se corta una paranja mediante*un plano que pasa por u)
cenﬁ%o de tal manera que cada seccién de la naranJa resul
-+ .cortada tamblén por la mitad, podemos imaglnar como siméxr: tas
.las superficles hechas por el corte. La simetria de egta -
‘ (Clase es simetris respecto de un plano. Indica otros objetcs
. que son simétricos respect® de un: plano. . LT
” i  — R i ) ! ‘ ‘ '
LN S - |
S Triangulos congruentes ' \
N En los.EJercicios de clase 4—3, problema,1, has. construido'
un ,tridngulo isoscé1§§ doblando una hoja de’ papel y r@portando.‘
. El eJe de simetria (el, ﬂoblez) divide al tridngulo isdsceles en
dos triangulos rectangulos que - tienen el mismo tamaﬁo y forma.
* ‘Cuando dos figuras tienen el mismo tamaﬁo y fqyma decimos que
LI . sop congruentes Los dos triangulos rectangulos son triapgulos
;;a\ congruentes. \': 5\ ‘ Lo - e \
N T GPuedes pensar en otras figuras congruen’ces9 &Son dos‘ '
) ‘N circunferenoias congruentes, si cada una de ellas tlene un radio

¢ . .de ¢inco pulgadas° ¢Son chngruentes dos segmentos de recta que

tienen la mlsma 1ong1tud9

n

s 3 ) N * ) .

Puesto que un QRSUIO es una igura eométrica, zpodemos
&5

hablar de.angulos congruentes® Las figuras eongruentes tiehen
-, el migmo %amaﬁo y forma.’ Ahora, 8l dos angulos tieﬁen la mlsma
medida, tienen é1’ midﬂb tamaﬁo, Y decif*que ﬂos‘angulas kie nen
K elamismo ‘tamaiio significa que tienen 1a misma medida. Por el
- aspecto de los. angulos, deducimos que dos angulos cont 1gua1es
< a medidae tienen la misma ﬂprma. B h . )

» - N ‘




‘ Los angulos B y F que.se muestran, tienen iguales medidas. \

Podemos decir qQue [ B es congruente con Z F, ¥ escribir .

é B & [ B" . dénde el sim‘bolo - significa "es congruente con
.~<.Es ZFEZG? ¢ , : \

7 7 . Sabemos gue dos circunfegencias sOn congruentes sl tienen el
.. mismo radiq. "Dos cuadrados son congruentes si tienen la misma
;2_ medida para 'sus lados. Dos segmentos~de recta son congruentes sl .
\~\~tienen la misma 1ong1'eud.~ Dosbangulps son congruentes si;su,ﬁmpli—

‘.\tud es la misma. N . o ) . o .
‘\‘ uSon éongruentes dos recténgulos 81 sus bases son 1gua1es°
’ ~‘-'\No. 6Y sl sus bases y sus alturas son iguales° Si. Puedes ver

ique el rectangulo exlge dos condiciones para - 1a congruencia.

Ay

‘ maticas, las. ciencias naturales v, la ingenieria Qque necesitamos
\ qcnocer blen las condiclones én las cuales los triéngulos son
congruentes. En ‘este caso necesitamos mas condicioneSaque en 1as B

_figpr§§»gua~x§ hemos estudiado.

’ Si 'se trazara en un papel el’ triangulo DEF v se récortara

£‘~ 1uego a }o largo . de’ los 1&@03 dn*ase triangulo, el modelo de papel\
) representaria al triénQqu & > 8y intefior. Este motelo e papel
podria sg? cdlocado.sobre el ;fiéngu . ABC ¥y ‘los triéngulos

podrian coincadir exaotamente. Entonces-lqs\db§ triangulos son

o
‘\’Zi_\ \ . o ”\‘Q *~'\‘.\‘» " ‘. v . »\' -

LI X N - \-."“ : >

. . :

W . [N “ ~ * N
R . R . . R . s
T N . DR SN

r . Los triéngulos son tan importantes en gran parte de las mate- .

i



N N . . . N » ° - T
. . e R . . -~ . .
. o s . N . . . RSN - . . . »i
) AN - LN R LN . - .

Sy T 71‘735-"-\__:_‘.“‘.“
congruente&é{ Si el punto D ge col,ocara so‘ore el ptmto A con
-DF a Yo 1argo de T ?l punto®, F  caeria sobre el ;pumbe C oy
el punto E. caeria sobre el punto B, "En ‘estbs. \dos triangulos *

\“) habi*ia tres pares de segmentows congmentes y tres p&res de angulos
congruentes. - . ~ e

AN ~ N .~ .
i . , A < M
N - L

Lo W =DE . ) [Br-“? / E ' Usa.la reélég& el limbo

,\ on - FfE.' - /e / Fﬁ* . :\graddad\q para coyni’jrpbar

C o 3 B .~ . estag ipedidas‘; .
N . M w» - '\‘: ZA Z? \v ~~‘*. ‘ . N

L3
-

fi

.
. [N
N El S

H

S

oo Recuerda que otxa anera de' expresar /B %"/ E es. m([ B) \
m(y B): El uso ‘de’ una u o‘t‘.ra expresién dependera de si queremos e

destacar que los angulos spn riguras congruentes o} qué BUS, mediﬁas
> son mimeros iguales. y D - ~ : Sl \ﬁ S RN
S Si dos trigngulos»soﬂ cungruentes, para cada angulo o lado
_de unp de los’ iangulos hay un; angulo o lado que le es cbngruenxe
. en el otro triang‘ld. o - S
En . los siguientes Ejefcicios de clase estudiaras con, tu.

pro:f‘ehor Tas condi*ciones @que hacen congruentes*a dés trbangu}os. ‘

S t »E,iercicios de clase bay L.

L]
! . - s .
ra . L [

Gonstruye un t‘riangulo congr*uen\te con e,-l triangulo ABC. e

vs

K *+
i;' " ]

ot . N . ’
N Puedes empezar esta cdnstmcsg:ion trazando primero un segmento
- B"'C"" .cong;ruente cen "BC. " v et T R

2 N N o e . N
» N S, . - . DN .\w . RN . ..
. tr . [ I — " e o [ . . R
et . . N o ) R N v . * -
. A B . e w0 R C .
» N .~ N B

- LIRS -} a ) » e o -
.

L= Luego lpué.des dongtrulr un ahgulp congruenta, 0 bien con [ B

R ) bien con ZC Suponte que eac.oge's. [B : .

o N * . .
N \J ° s e . S
N .

LR N R "

14
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' La figura muestra la construccion del rayo B'ﬁ de manera que

»

[F“ZB . R .

el Como paso siguiente, debes considerar dos posibilidades*
e ‘(1) Marca "A' “sobre. B'K (2) Construye el-rayo’
T N [ manera que \ . é © C'L de manera que

[BOLE/C

1 s

.
: - !
Dibuja ITTFZ . -~ 'mgrca A" ®
s ‘
- \ Ahora tlenes un £y dngulo A'B'C' "y un triangulo &A"B‘C' :
Low o En ambos ¢asos han sido copiadas ﬁgiamente tres partes del ",
‘ trisngulo ABC, - o ’
gﬂs el triangulo A'B & ABC? ;Es el triangulo A"B‘C' = ABC?

' Para obtener 1as respuestas a estas neguntas, debes\medir los ele*‘
- 'mentos del tridngulo A'B'C' ¥y del tridnguto ‘AZB'C' para ver sl
esos triangulos son congruentes con ABC : .
o Si tus construcciones y mediciones son correctas, hallards

S oque
sy : Amc me'w y  AABC 5 AA"B'C!

‘ﬁh‘ (1), copiando dos lados del tridngulo ABC y el dnguliy
comprendido, has podido construir un triangulo congruente con el
briéngulo ABC. . En (2), coplando dos éngulos del tridngulo ABC %
L=y el lado adyacente, kas podido construlr un trmﬁngulo congruente
{a\ con el trigngulo ABC. ¢ . .

‘ Aunque una construccién no es JRstificacidn sufiaiente para
fundar una conclusion, tu e\ eriencia, respaldada por la de tu )
profesor y la. de tus condisclipulos, debe convencerte de las .

; sigulentes propledades de dos \tridnfulos congruentes: a2

- >
. -
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‘Dos trigngulos son congruentes~§l dos lados y el éngulo
-~ 1 . comprendido de un trisngulo son respectivamente congruentes con
) dos lados znel angulo comprendido del otro tridngulo. ‘Nos refe’ .
.riregos a esta prOpiedad como Propiedad L.A. L (Lado, Angulo,

Lado)\, ° T | SR

Do triangulos son congruentes 8l dos éngulos y.el lado
adyacente a ambos en un trildngulo son congruentes, respectiva-
mente, con dos angulos Yy el lado adyacente a ambos en el otro
trig ulo. Nos referiremos a esta propiedad como Propiedad
~.ﬁ (Angulo, Lado, Angulo). ‘ . . i.;

Vo 4 \
: Se te pilde que aceptes sobre base experlmental, estas dos
propiedades ¥ una tercera que se desarrdllara en el problema 2.
A medida que coﬁtinues, emplearas estas tres propiedades como

método para‘mostrar otras.,

- 2 Construye un triéngulo empleando AB, BT y- UK como lados.
Tu flgura debe. parecerge a la siguiente*

3 ‘.

~

o -

Y +
A .o N »

» Lo

N - Debes recordar que €égta es la construccidn. del problema 2,
~ . . Ejerciclos 4-2v, S .
‘ (Es tu triangulo del mismo tamaﬁa y forma q 1l tri-

angulo -ABC? Usa el limbo graduad‘o o) el compas g

para verificarlo. ) ~

regla

*
v > »

Dos triangplos son congruentes si tres 1ados de un triaggulo
son congruentes,.respectivamente, con- tres lados del ‘otro tri-

o

" - ¥ngulo. Nos referiremos a ésta propiedad cowo Propiedad L.L.L.
_ (Lado, Lado,‘Lado) e _ ‘ N .
‘~\"‘\ Observa que. %g congruencia establece una\correspondéncia

biunivoca entre pares de 1ados de dos uriangulos congruentes,
porque hacemos- correqunder 108 lados congruentes entre sf. EBs.”

*decir, suponte que denominamos como a, br y ¢ 1os ladOS\de un
By B et ’ '
. o .

R R AN
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triangulo ycomo r, 8 y bt los lados de otro triangulo congruente
. con el primero. Temblén suponte que a y »r, o ,1 s, asi como
también c Yy t, son respectivamente congruentes. E:ntonces podemos
llamar correspondientes 8 todos estos lados: a y v, b L 8 ‘
c y bt Para esta correspondencia biunivoca es cierto -que sl dos
tridngulos.son congruentes ,» sus lados correspondientes gon con-
gruentes. Podem;os estab:l,,ecer la misma clase de correspondencial) ‘ v
para kos angulo&. Si -dos trié:@qlos son congruentes, entonces sus
~angu;os correspondientes son congmentes. El reciproco del primerb
de estos dos enunciados es un enunclado verdadero, pero el reciproco
del segundo no es un enunclado verdadero. Recordaras que el reci-

"

_ - proco del primer enuncladp es:: sl los lados correSpondie'ntes 'de

~ dos. tridngulos son congruentes, los dos tridngulos son congruentes
\(Propiedad L.L.L.). Ve el problema 2 de los ejerclclos que ) o
siguen. s . . B \ _ | E
Ejercicios 4.y
Usa el'triangulo ABC para los problemas 1y 2.

A (¥

1. {(a) Construye un tridngulo HJK ‘tal que HJ = AB, JK = EU
~ y. HR =TT ‘ | |
(b) Construye un tridngulo HJK tal que /H= /A, / K = =/ C
- y BK=T%C. .
- (¢) Construye un tridngulo HJK tal que HF = iC, AT = KB
y Z H= Z A. . N
* (@) ;Sory congruentes con el ‘trigngule ABC 1los triéngulos '
que has construido en’ (a), (b)a y (e)? ;Por qué?
2. Construye un tridngulo I-IJK que’ tenga /3=/8B, /JUE /A
y. /X< /G, pero tal que ninguno de sus lados sea congmente
con un lado del trigngulo ABC.  (Sugerencia: Toma un segmento'
JHE que no éea congruente con ninguno de los lados del

A Y

- 18y




] am

i

triangulo ABC.:

Construye /J. y -/ H.)

' . - »

| (a) ¢Por qué np necesitamgs construir /K2 =
S © (b) &Sen los tgiénguiOS‘ ABC y HIK ¢ongrueﬁtes°
B - (¢)  ¢Por qué no establecemos una propiedad de la congruencia

de triangulos como las de. esta seccidn, a la que podriamos
1lamar Propiedad A.A.A. (Angulo, Angulo, Angulo)9

En los problemas 3 a 8, hay pares de triangulos. Los lados .
congruentes séxgndican por el nﬁmero de - trazos dlbujados sobre los
» lados correspondienxes de dos triangulos, y dos angulos congruentes
POT el nﬁmero de arcos de ;os angulos correspondientes.  Los dos
tridngulos de un par podriép aparecer comd congruentes sih;serlo; -
Usa las Propledades LﬁL L., L. A‘L\- o A.L.A, para decildir
qué pares de tridngulos son congruentes y cuales no. Sefiala la
propledad que usas para mostrar que los triangulos son congruentes,‘ﬁ

en el caso de que laxsea%i

3

—— S N
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Los problemaa 9 a 17 se refieren a los elementos de los |
triéngulos ASE Y. PQR. - Usa las Propiedades L.L.L., L. A L. 0
:"A.L A, para averigqgr qué pgres de triangulos\son congruentesgy ‘ .
. cuales no. - . " | ‘ \ . N ‘ j‘\ ~\‘ 1.. . . . _‘;
9. / A\g‘ Z{P _,A Be/ Q’ ]B‘:: FQ R Rt ' .
| 10.‘ABPQ,IG‘~FHBU (9 S S
" 11“ ,{A /B= Zc VAL AR ZR*S ‘
LcE/R [BEfo, BER ‘ o
~13,.41A /P /BE/Q, =W o
14.-; AB = T, PQ =17, m([ A)f‘:: \éB: ID(Z ‘P).= A = 10:‘ RP,= 10 ; ~
15:;AB=3,BC=’+ CA—5,QR-4 PQ_3, ~=’\,‘5 R e .
16.\ZA"[P,ZB"ZQ,'KE R R S
17. BB = ic ""FC' ¥ = Q:R', l P no es congmente con LQ e

18, si se dibu;]an dos tridngulos en un mismd"!oplano, en regiones ‘
e Opuestas de una recta, y son simétricos respecto de esa recta,
\ | 6comc}fpuede superponerse un triangulo so‘bre el otro? u
N ~‘19.) PRO?LEMA DIFICIL., * Un triangulo tiene 3 angu}os y \3‘ lados. \
o ~Pox’ las Propledades. L.L.L., L.A.L. ¥y A.L.A,, hemos visto« .
ando dos triangulos son”congruentes.” En el problema 2 ¢
. emos vlsto que dos tridngulos no tienen por qué ser. éongmentes
S s;l los 3. pares de angulos (uno de cada triangulo en cada par)
| son tongruentes.  Por consiguiente, no podemos declr que' si 3
de los 6 elementos {dngulos o lados) de un trigngulo son
congruentes con 3 ‘de los 6 elementos de otro tri'angulo, los

) L]

. s

triangulos son congmentes. En los problémas 1 “y 2™ hemos. Y
considerado cuatro casos, pero hay dos 6asos ma§ U,Cuales son?
Construye varios triéngulos para ver si en tales casos, dos ‘ ¢
triangulos son necesariamente congruentes. N y o ‘
) N ) \ E ? -
~ A ' * 8 h‘ !\ * "
- - -
Y * 2 ’ ' “ 14




| . “e _\5;\ e :\~
gt ‘: L \-j\ﬂ~ ST
-5, Para mostrar ‘que dos triangulos son cong”—htes .
Guando queremos saber si dos triangu1Q@ son congruenhtes,
- podemos medir cada uno de lgs 1adcs v cada uno.de los dngulos.
\ Esto requeriria 1 mediciones, ' para cada 1 triangulo. gUna
© " ‘minera de abreviap el’ trabajo seria medlr solamente dos' anguloa
"€ cada tridngdlo. 0Como 1a'suma de las medifas ﬂe los dngulos
~ de cada tridngulo es 180, podriamos determinar el. tercer angulo -
en cada tridngulo sin medirlo.» Esto.nos penmitiria demostra;jkr
W ‘con Mo ‘mediciones si 108 trianguloa'son congruentes o no.. P
| supueato, también podriamosucamprobar la cangruencia “recortando
N superponiendo"; pero esto también requiere ﬂemasiado tiempoﬁy
a menudo es inconveniente.\ T \
¥ Podemos disminuir.el nﬁmero de ediciones si apiiqamos una
de las tres propled des de los triangulos congruentes. . Por
eJemplo, si hallat nos que dos pares de” 1ad\h‘(uno de cada tri- .,
. angulo e da \ ) de dos triangulgs son: oongruentes, tendriamos
-que medir el én lo comprendido en Lcada triangulo. Si se encuentra
‘. que los éngulos ¢ mE?endidos ‘son congruentes, no se necesitan mag
)mediciones. La Pr iedad L.A.L. nes dice que* los dos triangulos
L soh congruen tes.

- i‘~\y En la fi ura, Q\Iﬁg\ﬁgé\ T \ S ~
- Entonces, el triéngulo es ls¥sdeles.
-/ DAB'S /yDAC. Por*lo tanto, AD |
bisecava V4 Bﬁﬁ§hrbﬁs -D el punto
\ medio de BT? ece gomo si Yo 4
i .. fuera.: EOdriamos hacer me iciones"‘
- ' para rgﬂgonder a esta prggzgta,
\ teQ}endo presente la naturaleza éa‘ ' N .
. aproximada gk las medidas. blnter- B r-h* D T ’
, secard - la bisectriz del angﬁ&o- -t ; P
- determinado por los lados congruentes de cualquier triangulo S
isésceles al--lado opuesto slempre en su punto medio?

»
o
T a

]

Ty

P deemos respéhder a esta pregunta sl hacem®s usocgﬁfujz\de
C nuestras propiedades de .los" %riangulos cohgruentes. onslderemos
‘. aDAB ¥ . ADAC. : x . o
R P . . \ . . . *
» /
) . 0 * .
\ . l()‘) R .
\i \

EEN
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- dientes lados y el angulo comprendido de. ADAC.

L \“\‘-‘]85-‘.

N EBE=IC.  por construccidn

/DAB = /. DAC , AD esta sobre la blsettrid-de / BAC
o Ab = AC - \Iﬁ esta en ambos tria.ngulos

Por la Propiedad L A. L., ADAB ADAC, pues 2 lados y el.
angulo comgrendido de ADAB son congruentas con los correspon- .
1) ‘ -
BD = DC, pues son lados correspondientes de triangulos con-
gryentes.w Por- consiguiente, D "es el punto medio de BC. si la
Propiedad L.'A. ‘L. es clerta, podemos estar seguros de -que:
 La bisectriz del dngulo determinado’ por los ladas congruentes
de un triangulo 1sdsceles interseca al t&fcer lado en su punto *
medio. . ‘ !

.
4 ?

EJercicios 5 \ "

"1 En la figura se indica 1a construceidn de 1a bisectriz de

) ABC.  3e dibujan dos segmentos, AD y CD.

o .
N Ny . y

*

(a) '4Qué elementos del tridngulo ABD son congruentes con los

.. " corredpondientes elementos del tridngulo  CBD; por cons-

‘ \ ‘c:mccion" : R L ’

(b) ;Es el triangulo ABD congruente con el triingulo CBD?
- ;Por qué? ‘ . '

(¢) ¢Es / ABD congruente con / CBD? ;Por qué? A

] . N e
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-

45

2.

3. Emplea “tu 1imbo graduado para

4,

-

(a) Q,Qué elementos‘del tridngulo EFG *son congruen‘t;es por

(b) iEs el tridngulo EFG congruente con el ‘tria’nguib HJK?
: .

. grados de los tres, dngnlos de

(a) 6I-Iay algunos pares de

En 1as préximas figuras, la constmccion de / HJIK _hace
Z HIK € ZEFG Se dibujan los segmentos. EG y ’H‘K

-

constmccion, con los correspondientes elementos del
tridngulo HIK? ~ ‘ \ _ / _

iPor qué? ‘ ‘ ~ : o
(¢) :Es / J congruente con / F? ;Por qué?

detenninar las medidas en B T
cada triéngulo.

angulos congruentes? Si
- es asi, enuméralos.
(b)  ;Podemos decir’que los -
trlangulos son congruentes? - - T
JPor qu¥? ‘ ‘ o
(c) Suponte que el tridngulo - ] \
DEF ha sido construido de = ,
' manera que S . D SN
LA /D ¥ ZB”ZE
*y ED tiene la misma ’
loﬁgitud que TB.. ;Qué
. se ‘podrie afirmar respegfo “ E
de los dos triangulos° - R e N \
¢ Por qué? ) . ’ . |
El sefior Gémez desea medir 1a distancia que hay entre dos '

~postes de los 1imites de su propledad. Un maclzo de drboles !
.entre'los dos postes (X e Y) hace -imposible la*medlcidn

Al

'
. - . ’
N L)
- »
N 1 9'1 » *
. . ’ . .
. . N . .
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de marlera que se pueda trazar T T
_una recta de ‘x‘,a\\z ¥ px;o- .
‘longarla sl €s necesgrio., El

.punto 2 estd “también en una

v posicidn tal que el sei’ior Gomez
puede traZar una recta YZ Yy
prolongarla tanto como sea nece-
sario. -Sabe que /15 /2.

' pues son dngulos opuestos por
el vértice.~ Prolonga "YZ' de \
maxiera’ que 7z = YZ, y ’X'Z' de

v manera que XZ = RZ.

(a) ¢Son congruentes los tri-
. .o angulos XYZ- N QZR?
‘ i Por qué9
(b) - ¢Cémo puede determinar <
el sefioy Gémez la longi- .
sy o. O tud de Hg . . . . R N
5. {a) %Son congruentes los tridngulos sombreados en_la figura.

que sigue? . . .
(b)" iQué propledades ; utilizas ‘para ‘probar la congruencia de
. esos triangulos"-’ o o \ . ‘
: - ﬁ ,‘ “
. ‘ o2 .

v ..Jli .‘»3 2 | 4 f_ >

otk » ) .
Emplearemos nuevamente esta flgura cuando estudilemos tridngulos
N

- »

seme jantes. C
. L4 v . k 4

)  ‘directa de .la ‘distancia C XYL ) El sefior Gémez elige el pun:to Z
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» oo ~ \\ ~ . . N o N
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Las ‘rectas 4, ¥y #, son rectas paralelas cortadas por la
\ ‘ \ A \
secante ¢t.. ‘ ) ‘

~ -
» »
Y4 r ,
[SRREN
. K
-
- Cw
Iy
¥
y 2 N
. »
" ~
.
~ £
“ \‘ l\
» Y N
Toow RN

)

~{a) ;Qué sabes acerca de los #ngulos 1 y 27

(b) :Son los dngulos 2 y 3 congruentes? jPor qué?

(e¢) "Muestra que [/ 1: = /3. : S
- En el paralelogramo AZBCD las diagonales v :m y ED se
~ intersecan en E, & S : .
S ‘ .
. N
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v - (a) :Es el angnlo 1. (en AABE) congruente con el angulo 29

‘(\; (D) "sQué ot a de angulos son 41 2 vy [/ 3° ;Son congruentes?
{e) ngué diferencia hay entre los tamatios de los dngulos 1 . ¥

- N 3? . N N . : ; ;: o . ] ‘

(@) Muestra que Z 6 7.y /55 /4 . v

(e) Cuardo dos trigngulos tienen tres pares de dngulos con- .
gruentes, ison. siempre congruentes esos triéngulos° Si
. no és asi ;qué mds' se necesita? \ . \
(f) :Es- todo lado de AABE congruente con el 1ado morres—
pondiente de ACDE° - ' :
(g) Muestra que las.giagonalesvde un paralelogramo se bisecan
‘ mutuamente. - \ . . " e
*8._ Si dos angulos de un triangulo son congruente§, sus lados
! puestos también son congruentes. YUsa una propiedad de los
g .»~ triangulos . congruentes para mostrar que este enunciado es
verdadero. (Sugeréncia' Un triangulo puede ser congruenté
T consigo mismo. Muestra que AABC ABAC "donde [,A [ B.)"

¥ R )

N *
. . . - .
¥
. e : » . .
~ : . .

-

Péra trazar una perpeﬁdiculér'desde"gg_punto~situadb~g§.una recta
. . Sigue los cuatro pasos de la ) o v
constra§cién~como se indica en las ., \ Co
. figuras;qy construye una perpendi - ! ‘
" cular desde un punto de una recta. o, ' .

Mide los dngulos en la figura;qug
has dilbujado para~ver sl la recta .

gue has construldo es realmente 3 \ ‘
perpendicular. - / rm
? S1 ge dibujan los segmentos ) »i ¥ .

GJ y, HJ, sé forman los tri-
angulos GPJ y‘\HPJ.’ ‘




Bs T . ey 90—
! » bl ‘ ' . ) Ty :
N GF = HF por tonstruccidn
GJ 5 HY por conﬁtruccién o
b I
PJ = BT lado comin a dos ~

-a lo 1argq de \§§ .con ;a‘marba de"

~ tridngulos
' AGPJ = pHPJ  Propiedad L.L.L.

- Z GRJ = LHPJ dngulos correspon- -
- ' . Glentes de dos trd- . .
* @ngulos congruentes . ‘

» > .

_S1 se coloca un limbo, graduado

su vértice en P y su marca O° - ; \
sobre ?ﬁ; entonces la marca 180° '-*{

. . -
estard sobre el raya. PG. ' Esto
significa que 1la suma de las

medidas de los 4ngulos en. P es ~

-180 y, como ésés\medidas son T

_iguales, cada una debe ser 90, , ‘;*;

. ihego, los angulos JPG y JPH \ " .{ ‘ b \
soh rectos. B -~ 5 T

Aprendiste ahora a construlr . -y

la perpendicular a una recta por . ~
un punto de esa recta,*viendo cémo " . N
"funcilona" la construccidn, . : -

» ®

-
A~

. Ejercicios 4-5b .

1. Dibuja un segmento de' unas. h‘pulgadas de largo, y luego
‘gconstruye pe%pendicu}areg al segmento en tada uno da. sus
extremos. (SUgerencia:‘,Prolonga el segmento de recta

~ cuando 'sea necesario.) - . .

2. Construye una perpendicular a una recta por un punto que -no"

estd en la recta. :(Sugerencia;: Sigue los pasos de.las




.r ! . . . : . - -

- o \_19\1_ Y - \ ks
| construcciones dadas en la pagina anterior.)
"3, Tu construccién*del problema 2
- - debe parecerse a la figura de .
t la derecha, -*Marca con: Q la
interseccién de los’ "dog arcos
A DU con C Ila interseecién de -
B ; ,(—6 yn €= ~~ - . ) .
,‘:_ﬂ\ S (a) Z,POI' qué-es el triangulo
\*h\ S APQ congruente con el
e triangulo BPQ9 .
. . (b) ¢ Por gqué s6n’ congruentés
. i los dnmgulos 1 y 2% §: /
) (bf - ;Qué otros pares de angulos son congruentes?
#; Empleando las prapiedades de los triangulos congruentes,
\ muestra en la figura delﬁproblema.B gque PQ es perpendicular
R a Kﬁ (Sugerencia. Usa la Propledad L.A. L. para mostrar
- que el triangulo ACP es congruente: con el triangulo BCP,
' Emplea un limbo graduado para hallar la suma de las- ‘medidas de-
[ACPyZBCP) o . . - e
5. En la figura se ihdica la cons - \
truccion de la mediatriz del o
segmento TD. - Con frecuencila - o A

» L.

se emplea el mhismo radio para

¢
»,

los cuatrg arcos. Sin embargo,
‘basta trazar con radios lguales
* *los arcos que se 1nﬁerseqan de
un lado del segmento. Por con-
slgulente, los arcos dlbujados
o degsde C y D que se Inter-
s secan en E tlenen.radios { L

P iguales, y,los dos arcos dibujados

R ‘desde C y D que se “intersecan Lo

D en F (tienen radlos.lguales. En la figura, CE no es con-
gruente con CF. Aplidando algunas de las prOpiedades acerca
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de los triangulos congruentes, muestralpor qué EF biseea ¥
es perpendicular a TCD. l

-

- -

© 6. (a) ‘3Cuéntos pares de tridngulos congruentes hay en la figura

. ' del problema 5% - Haz una lista de dos pares.
« (v} Haz una‘lista de los pares de lados correspondientes para
" . - cada par de tridngulos cangruen@es,
~f(c) Haz -una 1ista 'de los pares de angulos correspondientes
para .cada par -de triangulos congruentes.,
7.  (a) Dibuja un triangulo. Luego traza las perpendiculares -
: desde cada yertice al lado epuesto. Prolonga las per-
pendiculares ‘hasta due se intersequen. (Puede ser
necesario prolongar un lado del trigngulo para que la
perperdicular lo interseque.) ‘
(b) $Qué observas en esta figura?: .,

8. :En qué se parecen.y en gué se diferenc;an’ias construcciones ‘

para blsecar unh segmento de recta (Secqioﬁ 4-2) v para cog;—
* trulr una perpen@igular a un segmento de recta? ' )

Y
L 4

4-6, Trisdngulos rectingulos _\\ %

Los triéggulos puedeq‘también clasificarse segun las- medidas
~de los dngulos. En el conjunto de tridngulos que sigue, cada ' °
.uno de ellos tlene un &ngulo cuya medlda en grados es 90. Los
trigngulos que tlenen esta propledad se llaman triangulos
rectangulos.

~/




. Pitdgoras, quien vivid alrededor del
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> N 13 . *
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Se dice que los antiguos egipcios usaban un tridngulo rectsn-
gulo particular para construirgesquinas "ecuadradas”. ﬁste.tri— \
dngulo tiene’ lados cuyas 1ongitndes son 3 Unidades, y- uhidaﬁes
Yy 5 unidades. OCuando se construye tal tridngulo utilizando una
cuérda - bien tensa, el &ngulo entre los dos lados més cortos ea
_recto. \ i Co . ' -7

- A pesar de gue se piensa que los egipcigs .hacfan usd de esta
propiedad, fueron los griegos quienes demostraron las relaciones
geométricas en que se basa. El filosofo y matematico griego

ailo 500 a. de J.C., se interesd por : o .
este problema. A Pltdgoras se atrl- . ‘
‘buye la demostracldn de la prepledad

bédsica que{estudiaremos en esta )
aseccion, esta propledad se conoce ‘ o

1) unidad

ain por su nombre, la Propiedad - \ R L
pltagdrica. ' i
© Se .supone que Pitagoras observd un'mosaico como?el de la

figura 4-6a. Se T1j6 que en €1 se pueden’ encontrar muchos tri--
éngulos de diferentes tamaﬁos, pero observd tammién algo mas:
. que sl cada lado de un triangulo cualquiera si consngra como lado
de un cuadrado, la suma de -las dreas (de los dos cuadrados pequeiies
es la misma que el 4rea del cuadrado grande. En la figura 460,
se han marcado con p\nybs dos tridngulos de diferenteg tamatios, ¥y
ée‘han sombreado los'cgadrados'construiéos sobre los lados de esos
tridngulos? ' v oes '

»

- . . ~
> 1‘ ¥ .

Figura~h-6a: ‘ - ﬁigura 461
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‘ Cuenta el nuimero de triangulos mas pequeﬁos que contiene cada )

. #.* cuadrado sémbreado. Para cada uno'de _los - triangulos marcados ‘con
puntos, uné diferencia ‘hay entre el ﬁﬁﬁg§o de triangulos mas
~pequeﬁos contenidos en los dos cuadrados correspondientes a los
1ados mas cortos del triangulo y el numero de los triangulos mas

\peQueﬁos contenidos en el cuadrado correspondiente al 1ado més

- largo del triangulo° S1 dibuJas un mosaico como éste, ‘"hallards
que esto es cierto no solamente para los dos tridngulos gue hemos
dado aqui sino para trisdngulos aun mis grandes.del mosalco.

Pitagoras grobé%lemente observso la misma relacidn en el tri—\
angulo de 1ados 3-4.5 unidades de longitud que uSaban To o \
egipcioe desde hacia tiempo para construir angulos rectos.‘ Céda“

uno de los' cuadraditos de la figura tlene el t{amarfio de‘una unidad

-

E]

s

\' cuadrada. En los tres cdédrados hay 9, 16 &:\25 cuédraditoé.
Observa que 9 + 16 = 25, Piltdgoras pudo demostrar que en -
cualquler triangulo recténgulo, el area del cuadrado construldo

- sobre la hipotenusa (lado mds 1argo) es lgual a la suma de las:
areas de los cuadrados construidos sobre los otros dos lados -

Y

{1lamados gptetbs) Este es el Teorema de Pitagoras o, como lo

“hemos 11amhdo aqui, la Propledad pltagérica. ¢

]

. Hasta donde hemos llegado, ssta propledad vale solamente para ‘
triangulos rectangulos muy especiales. Pero eo‘vé%dadera para °
todos los trisngulos recténgulos. Tal vez guleras tratar de
demostrar la propiedad por ti mismo, estudiando la Seccion L7,

. Ejercicios 4-6a - -
1.7 Usando _una régla y un limbo graduado, dibuja los siguientes
’triangulos - \
(a) Un tridngulo de 30 grad&s y 60 grados.
(b) Un tridngulo de 45 gradds y 45 grados.
(e) Un tridngulo de 70 grados y 207 grados.
.
] .\ 22{):} ““ o . ;

: N
r » ’
. ) .
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¥ 2" Muestra pava cada uno de los conjuntos que siguen que el

- ; cuadrado del primer nﬁmero eg igual a la suma de los- cuadrados‘
e . de los otrds dos nmeros. ‘ | ot
| vo(a) Byl e e (c,) 2'5, 7,.2% e

o () 13, 5, 12 . . (a) 20, 16, 12

3. pibuja un trifngulo cuyos dados “fengan las 1ongitudes dadas .
* en la parte (a) del problema 2. 'Usa el limbo graduado para

mostrar que ese triangulo es rectangulo. __—
4, Dibuja triangulos rectangulos cuyos catetos (en centimetros)
)  sean: S ' v
c(a)1y2 '(b)4y5; (c)23r3;, s

Mide, sl es posible con 1la aproximacion de una decima de centi-,
metro, las longitddes de las hipotenusas de esos triangulbs .
5. Usa la Propiedad pitagdyica parg hallar el drea del cuadrado . .
. construldp sobre la hipotenusa detcada uno de los triangulos
. del. problema'h e ' ’ - ‘

A .
® R SN .

eabmAR n tm A At hs 4 mes e sermaemama ¢ masite o w w ewe

R R N
T En el ultimo conJunto de %Jercicios, ;as trabajado con lados .
"de triangulos rectangulos Yy cuadrados construidos sobre esbs lados. N
P En el problema ‘4 has medido la 1ongitud de 1la hipotenusa. La® ‘;,
v hipotenusa es el lado epuesto al angulo recto. No es muy utii
. conocer el drea de esos'cuadradbs, pero se puede hacer.uso de \
w7 1a Propledad pitagdrica de much‘§,maneras si podemos servirnos Jde
" ella para hallar la 1ongitud del tercer lade de un tridngulo rec-
»  tangulo cuando conocemos las 1ongitudes de dos 1ados. En' lenguaje
matemdtico, la Propiedad pltagdrica es ca‘- a- + bz, donde ¢
reﬁresenta la médida de la hipotenusa, y- a y b representarr las
medidas de los dos catetos.i Las med%das de dos lados cualesqg;pna
_ pueden er sustituidas en la proposicion numerica anterior, para
tene bi?ego el tercer vaJQr. Podemos emplear un triangulo cono -

‘paﬂ mostrarlo. Si los dos catetos miden respectivamente 3

F N

-

' vy unidadés, 6cua1 es el cuadrado de la hipotenusa° -

. o o - 92 a2 2 Coe o i\ o,
o L B '. ‘ éz _52 42 , - |
' ‘ 'c2.= 25 : . " : .
> R L V. L .

N . s _— . . . Kl
? 2"‘3 . « ) coe
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) Como\)g2 es 1gua1 1 25, hallar c sifpodemos encontrar,
un nYmero cuyo prodicte por si migmo sea 25 Naturalﬁente; .
.5 X% 5 = 25, entonces e = 53 5 es la-rafz cuadrada positiva de . *.

, 25. Si1 un niumero es el producto de dos fac’cores iguales, entonces
) cada factor es una raiz cﬁadrada del numero.- El simbolo para
. raiz cuaqrada positiva- es~ :F . El numeral z(e coloda debaj:o del
. signo; por ejemplo, /25 = 5. * ;
o sCudnto-es V3 25 182 3B ¥ ¢ u/,?()'~ ? Las tres
\ pri_ineras exprésioges son fécil*es de comprender, pues 3 X 3 = 9,
™ 4y x4 =16 y 6 x'6 =36, pero no hay ningyn enterd que pueda

‘ser’ multiplicado por s mismo para dar el p'x;d'ducto 30 En realil- 1,@ R

~ "dad, jno hay ningin nimero raclomal cuyo' cuadrado sea 30! \
N éPuedes hallar un numero que multiplicado por si mismo dé ..
un producto cercano a "30? B, £ x 5 25, que es préximo a 30. :

: ;Cudnto'es 6 x 6, o6 6%2 “Esto .nos dice que J36' e8 mayor gue

o 5, pero menor quel- 6. Podriamos tratar de obtener una mayor

. - aproximacidn elevando .al cuadr 5.1;\5f2, 5.3, 5.4 y' 5.5.

. Ahora, (’5.4)2-:1\2&316 y (5.5) = 30,25 Como 30.25 .,ésta’

", més préxipo a - 30 - que’ 29.16 podriamos suponer que V30 estd.

" "mds prdximo de 5.5 que‘ée 5.4, Sin embargo, necesitariamos
elevar al cuadrado , 5.45  para obtener 29,7025 antes de poder '
decir que 30 es 5.5 con la aproximacldn de una décima.

Podrias estimar las raicés cuadradas de algunos nmimeros
- siguiendo este método o usando la taﬂ‘ que esta al fi:nal de@

esta seceidn. . r e

i
-
»

Observa que en la tabla. que estd al, final de esta seccion,
N30 es 5.477 ,con la aproximacidn de jna milésima. Redondeada
a2 las décimas, seris 5.5. Puedes ver. Guan aproximada es tu
estimacion al numero de la tabla.

-

(3

X
-

_ La tabla da valores decimales aproximados (con la aproxima-'
¢ldn de una milésima) para las raices cuadradas d& los. enteros
.“rde 1 a 100. Puedés también usar la tabla para hallar la raiz

cuadrada de todos los numeros naturales hasta 10&000,'que.tenggp

raiceés cuadradas racionales. . ?
o ) \

‘ i pos

~ N :

e - - - ) :
’

N :o- 2N qi

» + b d N
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El tercer lado tiene 12 ples de longltud. Halla el tercer
lado de los tridngulos rectingulos que sigu;n.
se dan en piles. \ | ‘
{a) ¢ = 1550
(b) ¢ = 26, a

Las medidas |

fl

9 (¢) ¢ =39, b=

A5
2k \

»

. \ P - -
. | . ﬁ2{}5:j »

e
Ny

IR [°) SR . y-6
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~k: . Ejerqicios 4-6b - \\ \ \ i
B Cuando se qsen valorea aproximados en “estos probIEmas, emplea
el simbolo " %" en las cilculas y en la respuesta. ~ . \
. 15 q§a 'la tabla para hallar valorea.aproximaaos de:
(a)’ NS . (e) VA3~ - (e) wﬁ???
o e @ vEE, L ) e
%, 2, Usala Propiedad pitagérica pard ha&’la.r ra 1<mg/1tud de la
Ser ,hipotenusa de ‘eada unc W ‘los siguientes trigngulos: - -
* (g) La 1ongitud de a es \ﬂ“} Ta* longitud de b es 2%
(b) ‘La longitud Qe af és %', 1la longitud de b es 5.,
La)d Le longitud #e.a  es 2", la lohgitud de- b es 3".
. . ;(di La longitud~ de a.- 'es 5 yaa;‘das\ ‘la‘ longitud ‘de fb \‘er‘s,~ =
: e G_yardas. \ ~' ., .
N &f)~ La longitud de a .es 3 pies N 1a lpngitud de b es 9
. ples.. . - W, L .. . : \
- ;-(r)_ Lfa longitud de' a ‘es 1 unidad y la lon*gitud‘_dé b es-
. - C B unidades. _— SRS . .
e 3. Algunas veces se conocen 1a hipotenusa y unc de los catetos.
~ GComo puedes hallar la 1ongitud del dtwor ¢ Leto? Usa como )
‘ eJemplo este problema. La hipotenusa de un triéngulo rectan—’i\
s \¢ gulo tlene -13 ples® de 1ongitud ¥ uno de’ 1os catetos 5 ples.’
) Halla la longitud del otro cateto. ‘ '
. J al + b8
RS L “““132 = 5% & b8 )
Ce BT 3% s (58) 2 ‘ I;I'opiedad adltiva
o o : o B ‘de la lgualdad
s S : 169 + ~(25) = g ?
. ~ ? ) 144 = b2 :
) % ., SR = YA 2 -
\ 12 = b \ .. . \
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‘A. Uh‘posﬁe’éeléfénico esté‘soénil‘ B
* " tenildo medlante, tensores como B B S
- se jndica en la figura., Cada | -
cable se amarra a. 15 pies
RO sobre el suelo y se ancla a
' 8'ples de la base del poste.
;\gQué cantldad de cable se R
neoeslta para tender un tensor
desde el punto de anclaje hasta -
el punto de amarre en el poste? .
5. . E1 techo de una casa‘eéqﬁ‘conSv‘
- truido como se. muestra en la
. figurd. ;De qué longitud debe
S ser cada viga si se extiende en
7 .\ voladizo 18 pulgadas mie alld
; > >.de‘1a pared de-la casa?-
6. Uh hotei"conskrgye; calle por
medio, un\ahéxo del edificio .
‘ original., Al nivel del tercer
s piso, se construye un. pasaje -
Y entre los dos edificlos. Las

4

vigas que sostienen este pasaje
estan a 48,pies sobre la calle.
Un operario estd colocandb en” |
-su BltIo esas plezas mediante <

una grua cuyo brazo tiene 50
. ples de 10ngitud 6A-que distancia puede estar la grua del
Y

* punto que- estd directamente deba jo de la viga, medida sobre
. la calle? '

- "4« Una puerta de Jarqin\tiehé .4 | ‘ g
ples de ancho y 5 ples de ‘ e
alto.  iDe qué.largonebe ser : ) Y
) -la rlostra que va de G a D? ‘ * :
8. ' Dos calles se intersecan segin AN \
* e] dngulo que sg’muestra en la :
. figura. .Las calles tlenen 42 - ° “2§ .
ples de ancho. Se pintan dos jaod T\\ .
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rectas para el cruce de peatoneg de manera que el pasaje tenga

la misma, direﬁcion que la calle. Si.el pie de la perpendicular

baJada desde un extremo del pé!ﬁje al lado opuesto de la calle
estd a %0 ples del otro extremo del paSaJe,ﬂbqué 1cngitud
tiene el pasaJe° N . N

sA qué distancla esta el plato»del bateador, respecto de la
segunda base, en un Juego de’ softba11° La distancla entre
bases es 60 pies, y el campo de softball es de forma cuadrada.

»

. Da tu respuesta con la aproximacion de un pie.\ . .

Dibuja un cuadrado cuyo lado tenga 1 unidad de 16ngitud. .

;Cudl es la longltud de la diagonal? Compruébaloﬂmidiéndd»'

Ahora dlibuja un triangulo rectangulo con sus catetos de i

unidad de 1ongitud ;Cual es la- longitud de la hipotenusa°
Ahora dibuja un tridngulo recténgulo cuyos catetos tengan 1as

longitudes sigulentes: +2 unldades y 1 unidad, como se ve
en la figura. La medida de la longitud de BB, en la figura,
es ‘la ralz cuadrada de 2, gCual es la 1ongitud.de la hipo-
tenusa de este nuevo triangulo9

v
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\ CUADRADOS Y RAICES CUADRADAS DE NUMEROS
\ - Ralz - Ralz
Nimero Cua;drado - cuadrada Numero Cuadrado . ¢uadrada °
K 1 | t.o00 -] 36 1,296 "6 000
2 4 © 1 4% 37 - 1,369 | 6.083 "
> 9 | 1,732 | 38 1, Ry 6. 164 .
.t 16 . 2,000 29 | 1,521 6.245 .
5 . {+ -2 | 223 | s [ 1,600; \6‘325\‘r
6 So36L . 2.m9 [ w1681 ' 6,403
Z‘ b9 | 2.646 42 w764 | 6,481
‘ 64 2. 828 43~ 1,849 | . 6.557
9° 81 ' 3,000 Ly P 1,936 | 6.633
10 . 100 | 3,162 '} 45 | 2,025 | 6.708
1., “ 121 | 337 4% | 2,116 6. 782
12 by | 3056y 4 2,200 . 6.856
‘13 . 169 3.606 | 48 - 2,308 | 6,928 :
I . 196 33.g42* | 49 | 2,%01 | 7.000
15 N 225 | 3. -50° 2,500 T7.071
16 256 . 4 000 - | 51 2,6Q1 | 7.181
17 . 289 4,123 | .2 2,704 ] 7.211
.18 324 4. 243 .53 2,809 7.280
19 | . 361 - h4,359 54 2,916 7.348
20 - ] 400 % bz 55 3,025 T 416
21 | 441 4,585 | 86 | 3,136 |  7.483
22 . 484 3.682 5T . 3,2%3 7.250
3 529 ° . .58 3,264 - T.618~_ "
2y . 576 4.%99 59 3,481 7.681
25 ~ 625 5.000 - 60 3,600 T.T46
26 T B76 '5.099 61 | 3,721 | 7.810
Y . "729 5. 196 62 | 3,844 7.87%"
28 - ° 784 5.292 .| 63 3,969 | 7.937
29" 49 | 5,389 64 - 4,096 | 8,000,
30 - | 900 5, 47T - 65 4 225 8.062
31 | . 961 °| % 1 66 | u356 | 8. 124
32 ©1,02% 2 R 4,489 8. 185
33 -1 089‘ 5 68 .° b 624 8.246
y 1,156 69 4761 | B.go7f
5 Co1,225 5.916 70 |. %,900 . 8.367
\" N
bt 2”“‘ / )

W
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. Numero Cuadrado - cuadrada
71 ..5,0U1 8.426
72 : 5,18 8. 1}8)?
3 " 5,329 8.54 '
TH 5,476 8.602
TS 5,625 , 8. 660
76 5, TT6/ 8.718
77 - 5,922 8.775 -
T8 ~ « . 8.3832
19 - 8 6 241 8.888
80 : 6,400 . - 8.94%
& 6,561 9.000. -3 )
82 6,724 9.055 °
83 6,889 9.110
84 7,056 9.165
-85 7,225 » 9,220
.86 7,396 ° 9. 274
8T 7;563 9,327
8 T, T4 9.381 T
89 7,921 9.1%4‘
90 8,100 . 9.487 ‘
91 8,281 9.539..
92 8. 464 3.252
93 : 8, 649 9.64% -,
94 /| 8:836 9.695 .. N
95 1 9,025 9. 747 > N
. 96 9,216 "9.g98. |
9 9,409 . 9,849 . -
98 . 9, 60% v 9.899
99 9,801 9,950
100 10,000 10.000"
&
| SN
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-+ 47, *Una gemostracidn de la Propigdad pita.go&ica : _— ‘}
‘ \ ~ Ha.y muchas demostrac\iones de esta propiedad La que se da*
~ aqui no es la empleo Pitagoras.~ ‘Débes. proceder a dlbujary
irecortar los cuadrados que_se indican en la explicacidn.
< . .
DibuJa dos cuadrados de’l mismo tamaﬁo. Divide el primero en dos
cuadrad‘s ¥ dos rectangulos, como Se indica aqui

N N a N
. . ) : -

: : ‘ gr R : \ N . :‘ » “
. ‘ B ‘ bl .l ‘
o . A=ab |A=bjb .

. ‘~ ' / ) 1 .
. . 7 3 * ‘ ‘ S B ) "
RN , o ‘ 9 A=qo? AadbLu
. \ :‘ | N . . . ‘ = .\ ‘ 'b ;

Bigura h-7a -

Sea a  la'medida de cada uno de los lados dgl cuadrado mas
L grande ‘de la figura 4-Ta,”y sea b " la medida de cada uno de los
et ‘lados del cuadrado mds peqnei‘io. Observa las areas de los cuadra-
 dos parciales y de los rectangurbs. ' g‘ .
. 'Un cuadrado tlene un drea’de medida a°. .- B
\ . El otro cuadrado tiene un area de medida bz » '

Cada rectangulo tiene un area de medida ab.

“Como el drea de la flgura 4;,7& es igual.a la suma de las. 4reas-
' de todas sus partes, la medida del drea de la I‘igura 4—_7a es

a® + a(ab) + b°

, , \ _Jercicios de clase 4-7
1. Sean a= ll Yy b= 3 Mues’t;'a que (a + b)2 = a2 + Eab + be
para estos numg—;-ros. ' \ \

FT 2 . Y

-
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Sean,‘é = 2 Yy b= b6, ¥ comprueba 1a‘misma relacidn, *Ahora~
veamos el segundo cuadrade. Emplea los mismos nﬁmeros, a ,1

* L}

b, que, se ‘usaron en el primer cuadrado. . 4 .

-

Figura -7

v .

\ Marca las 1ongitudes como se muestra aqul y dibuja los seg-
‘mentos PQ, QR, RS ¥y . R cuadrado grande queda dividido

en cuatro—#riangulos ¥y un cuadrilaxero que’aparece como

-

"cuadrado. 'La medlda de cada area triangylar es: \%ab. Hay "

cuatro tridngulos congruentes, luego ‘la suma de las medidas

" de las greas de 1os cuatro triéngulos es 4(§ab) .é 2ab. . °

AN

81 observas nuevamente la figura 4-Ta, verds que ‘Eab’"~< \
es la medida del 4rea de los dos recténgulos. Recorta los

- dos rectangulos del primer cuadrado. Corta luego cadd rec-
\tangulo a lo largo de su diagonal - Compruéba que los cuatro

triangulos que has recortado son(eongruentes con los que .
aparecen en el segundo cuadrado, figura 4-Tb. Trata db;geguir
estos pasos. LI ' \ . #k
: - . - »%
A adrado =8 T 2ab + b de*la figura 4-Ta - .

1. ‘ "
\VAcuadrado = 4(§ab) + Apgrs de la figura 4-7b

= 2ab ¥ APQRS ” .
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Por cgnsighiente, a2 + 2ab + b2 = Eab + APQRS' 5Pc? qué?

- o IR az 0% = Aplps propledad aditiva
_—_— D \ K : .de la iZualdad

1\’>\ Esto muestra que PQRS tiene un afea cuya medida es a2 + ba

‘unidades, pero ‘a2\§es la médida gel\érea de uno de los.cuadra-
‘dos parciales de la prnméra Figura y ve es la medida” del drea -
del otro cuadrado parcial. De esto resulta que el drea de la -
figura que aparece en el centro del segundo cuadrado (figura.

4-7b) ‘es igual a la,suma de las éreas de 108 dos cuadrados S

) > N

‘ .‘parciales. : ‘ . ST e
* Coloca el tuadrado, la medida de cuya érea es- az,.a 1o 4‘
4 d,‘ 1argo del 1lado de longitud a de un triangulo del segundo

cuadrado.~ ‘Coloca’ el cuadrado, > la medida-de cuya "drea es. bz,

' a.lo largo del lado de loggitud b del mismo tridngulo. Las ~
T areas de los cuadrados de los dos lados del tridnguldo igualan al

s area de la figura colocada en el-centro de la. g}gura 4-Tb. Todo

“ " ¢ lo que necesitamos ahora es probar que esta figura’ es un cu&drado.

‘ ‘4Cudles sbn las propiedades de un cuadrado? :

.

o 1. Los cuatro lados son»congruentes.\ﬁ

~

2. Cada uno de sus angulos mide 90° : ;. V2

w

Si podemos demostrar estas dos condiciones para el cuadrilatero
en la flgura 4~7b, la Propiedad pitagdrica quedara demostrada.
Cqmo se ha establecido, los cuatro triangulos son ¢ongruentes,‘
pues para cada par de ellos, son congruentes dos lados correspon-
dientes,y Ios éngulos determinados’ por esos lados. Resulta
PQ = QR = RS = SQ, porgue son medidas de segmentos corPESpondientes
. de tridngulos congruentes, : ~
- Hasta aquf hemos mostrado que los cuadrados de la figura
4_Ta son congruentes con los cuadrados construldos sobre los ~
catetos. de cualquiera de los triangulos de la figura 4-7b,
~ También hemos mostrado que la éhma de las dreas de esos cuadrados
es igual al drea de PQRS, ¥ que PQRS tlene cuatro lados con- *:
' gruentes. Probemos ahora gue sus angulos son ?ectos. ‘

P ' B

»

r

Q | . ‘ 21:’3.
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. 3 o " b Y .
. ‘,l A:ui: A-bg‘lb ~ 5";;; ;
' - ' ~——1 ,{{S;‘~
} - ' © o A=a’  |Amabla . “' ST
5 5
\ e o o
o (1) En APST, m([ 1) +n(/ | ;Por qué?
‘ : 2) m(/ 1) = m([ 4) B ; é,Por qué?
| (3) Por conéiguiente, (/%) +m(/ 2) = 90" ¢Por qué?
\ ) “ (1) lfn(lz) +n(/ 3) +méh) ~ 180 ‘j ‘z,Poi"qué?
{(5) m(/3) + %0 = 18 : sPor qué?
6) ;Z m z{ 3) = - \‘ . ! ~¢Por Qué? \

'
seguir el mismo tipo de razonamiento para mostrar

‘. que 103 é.ngulos 5, 6 ¥ 7 también son rectos. ¥ -
Se ha demostra’do que PQRS .es un: euadnadocy que su area es
. 1gual & la suma . de las areas de los cuadrados construidos sobre
108 otros dos lados de uno de los triangulos. :

[N 4 . -»

\

v 4.8, Cuadrilateros
En algunos guadriliteros o pam:es de cuadr:llat*er\‘se” pugden
'~ hallar simetrias y congruenclas. Tamblén es poslible encontrar
aplicaciones de la Prdpledad piﬂtagdrica. En esta seccldn s%; dan’
problemas, referentes a cuadrilateros, gue usan estas tres ideas.
En los e,jercicios, sera c'onveniente recordar. que:

-~ Un.trapecio tiene solamente un par Qe lados pa:ralelos;
Un patalelogramo tlene dos pares de lados Ifara:lelos.

L3 .
L}

T 213 - .
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1.

3

Toa
. ) ) 3.
k 4‘

fi\S;

6.

s

(v) Nombra los cuadrilgteros que se pueden dividir en tri-

R . -206- I S

7
N - ‘ i i N “\ ‘ ~
Un‘paralelogramo~que tiene cuatno angulos rectos es un -
rectangulo. o - oo LT
Un rectangulo que * ﬁKEne cuatro lados co?gruenpes es un
cuadrado. . - ~ : i
- S -
) .- o Ejercicios 4.8 : ‘

Una rigura es simétrica respecto de qu»recta 81 tlene a esa

°

recta como eje de simetria, GCuales de las figuras que se C
', nombran a continuacién son siempre simétricas respecto de una’

recta° ‘ . o 5 c ; \
(Q)\\Trapecio; | . S Y . \‘%‘
(b) Paralelogramo. -~ CoT o,
(c) Rectdngulo. ‘ T ‘ . . o ff\“

' (8} Cuadrado. \ »
(Cudntos ejes de simetria tlene.
" (a) un Trecténgulo?

»

~(b) un cuadrado° : T - ‘
¢Es posible dibujar un trapesio que sea simétrico respecto
de una recta? Sl es asf, dibuja uno.’ ‘ o . - v

»

:Es posible dibujar un paralelogramo. que sea simetrico res-
pecto de una recta? Si es asi, divuja uno. ‘
Una diagonal de un cuadrilatero dlvide a la filgura en dos
.triangulos.
(a) ¢Cudl es la suma de las medidas de los angulos de un

-

14 .
-

" cuadrilgtero?

-~ éngulos congruentes pdr: una diagonal.

'El rectangulo ABCD tiene una diagonal de 82 pulgadas de
longitud. Su.ancho es 18 pulgadas,, iCudl es su largo?

0 ) . . ) N C ‘ - -
‘ 82‘ p“. la plg- ) . . .
A - o B \
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. T Las dlagonales de este: paralelogramo son perpendiculares.y .

- Sus lados tlene igual long tud. La diagonal menor: tiene 14
‘ples de longltid y la diagonal mayor 48 ples. ;Qué longltud
tlene cada lado? f@ugerencia. Las diagppales de un paralelo-
gramo se bisecan mutuamente.) o o

8. En cadg una de las figuras qué siguen se han trazado dos °
dlagonales. Para cada uba de las figuras’ A, B, C, D, § ¥
F, contesta todas 1as preguntas. Responde a las pregunfés
(a) 'y (b) pare eada figura antes de responder ‘a las pre-
guntas para la figura que le sigue. . :

Paralelogramo con

- 0 : . . todos sus lados
Cuidrilatero . Paralelogramo ‘congruentes
Figura A . Figura B . Flgura C

- - (<

e D c

§};: - Trapecid " Rectdngulo - Cuadrado

Figura D .+ PFlgura E o , Figura F

»
0
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~ (a) sCudntos triéngulos hay en la figura? |
- (b)) 4Te parece que algunos. pares de triangulos son congruentes9 =
. ' stes asl, indica los triangulos de esos pares..

\ “(e) Si ‘hallas congruentes los tridngulos ABC  y CDA . en -t

) S una o mds figuras, toma una figura y muestra por qué
- . son gongruentes. Usa para esto las FrOpiedades L.L.L.,

~ : L.AL. ¥ AL.A Haz lo mismo si encuentras gue los
‘ ‘ triéngulos -ABO y CDO snn‘hongruentes. S1 encuentras
o qlie ambos 7onjuntos son congruentes en alguna figura, -

toma el pa que quieras mostrar que es congruente‘

-

9. Sélidos-, [ . |
Has dibujado Figubras cohtenidas en un plano. Ahora dibu-

. Jarés, sobre la suéerficie del papel, figuras del espacio. "Has
encontrado que es facil dibujar una figura plana sobre la super-
ficle del papel o la plzarra. Verds que no es tan fdcll dibujar ’
figuras de sdlides en el papel\o en la pizarra. Esto se debe a
que tienes que dibujar la figura sobre una superfi-ie de manera
que parezca tener profundidad. Con otras ‘palabras, debes dibujar .
en el papel una figura que tenga la apariencia de una caja. Esto
‘reQuiere el uso de la proyeccion, que probablemente has Qstudiado
en tus’ clases de arte. . ‘ . ‘(

I.‘ Prismas rectos
(1) Prismas rectos rectangulares (ortoedros) Un buen
- ejemplo de.prisma rectangular es una caJa de cereales.
Una manera de diseflar una caja es la sigulente:
(a) Ddbuja un~rectangulo como el ABCD de la primera
figura de la pagina siguiente, '
~ (p) _ Ahora dibuja un segundo rectangulo RSTV en una
| " posicidn semejante a la de la figura. Probable-
v . R mente tendras Que usar Segmentos punteados en

L

algunas partes de esta figura., ‘
(¢) Dibuja IR, BT, DV y TT.. .~ .
- . 26 . -
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Cuando miras -un solido, no puedes ver todas‘gus aristas,~c caras,
a menos que el sdlido sea transparente. - Por -esta razdn represen- L

\tamos Jdas aristas que no son visibles, por segmentos punteados.

Esto nos ayuda también a+dar una, p@rspectiva adecuada a la figura.
si prefieres, no dibujes los segmentos punteados.

—

(2) Prismas rectos triangulares. Ahora que has dibujado un
prisma rectangular, el dibujo de un prisma, triangular te
sera facil. - -t
{a) Dibuja un triangulo cualquiera ABC \
(b) Por los puntos .'A y C traza rectas de 1gua1 longi-

tud, perpendiculares a EC., Marca los extremos de\‘
esas perpendiculareS con 'R y T, s

(§) Dibuja BS paralelo & AR y de igual longitud que

+

By

(a) Dpibuja RS ¥y ETﬂ\”Entances TR puede ser dibujado
| con lInea punteadan. \ ‘ o .

»

(¢) Compara tu fiéura con la\siguienpe:‘

A  c

v

»” > ‘. ' “‘ .
’ ' : ) . -ty - )

.
»
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(f) 6Cuantas caras tiene este 3011609 ‘ : R
ot i (&) _:En “qué se diferencian las caras? ., ° .
+ . " (3) Prismas rectos hexagonales e ' . ;““
SO (a) I& uJa.un hexdgono. semejgnte al ABCDEF de la ,3;~

ra que~3e ve esta pagina, - No necesita sep

Para @bteher lawperSpectiva

. ~adecuada, puede serhecesario dibnjar algunos lados .
.‘(' ‘mé&s dargos que’ o‘ros. Esta es la maneya como un - ;
e Coe hexagong apareceria ai se lo mirara oblicuamente.;
e LY (p) En A y F dibuja perpendiculares a 7AF .que j“'~~ :
Lo o tengan 1ongitudes*ignales:.‘Marca con R Y, S sus
S . extremos.~" \ o N
» (c) Dibu:]a F’I‘ v E'V paraleles a '.K'R ¥ de 1ong:ltud
T 3 . f‘ lgual a la de IRL Sl deseas, puedes‘dibujar lineasx:\;
TN punteadas para representar las aristasgque no son L
R . N , - visibles. o T o . C
N \ “ . . . K3
C 0
N N . e - E R .
L 7 ’ A ) \F ) » )
» A \
T v -
‘ o ‘ ’ . R.- S S -
(ay - ACuéntés caras tlene este sdlido? ' o R
(8) ¢En qué se\diferencian las caras? N
II. Plrdmides ‘ R

St Probablemente ésta sea la primera vez que lees algo en
S un texto de,matematicas acerca de los sodlidos llamados pira-
mldes. Sin duda has oldo hablar de las famosas pirdmides de
> Egipto. Una piramide tiene una base, que es una regidn
- formada por un.poligono, y caras triangulares qué) se cons-
truyen qpiendo los vérti9es del poligono con un punto que no

Lo

| 218 .

.
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esta en el plano del mismo. En un capitulo posterior se da -
‘una descripcion mas exacta de las pirémides. DIbuJemos una.

“(a) En esta figura, representemos la base con un cuadrado, al -
‘ fondo de la figura. "Aun ahora debes tener cuidado ‘de T '
conseguir una perspectiva ade&uada. o o .

(Q) En primer lugar, dibuja 301amante dos lados - del cuadrado,
"séme jantes a KE v EE ‘como se muestra ‘en la figura que
, . sigue., . .. o \ ’
L (¢) Elige luego un punso P, directamente encima,del‘punto B,
f '+ ydibuja PE, FB y FC. I ‘
(a) Traza después los, segmentgs punteados AD, TD y PO que K
~ se intensequen en D de manera que AD sea paralelo a

< BU 'y TD paralelo a 'EB. . : ‘
(e) :Cudntas caras tiene esta pirdmide? - oo
B . ' R i . : .‘ \ f:‘l )
VoL D .
> .
: .
B
, © A
- III, Planos concurrentes o e . " g
g 3
v ~ Algunas veces es convéhiente representar, ‘sobre una super-~

ficie,.la interseccion de dos o mds p;anos. Un ejemplo es la
L interseccldn de una paréd y’él piso del saldn de tu clase. Ves
\ " 'otro caso igual cuando abres un 1libro y mantienes una pagina
ievantada. No es‘dificil dibujar tal representacidn, y te serd
cada vez mis fdcil con la priactica, Mira la primera fiéura de ﬁay”
la,préxima‘pégina'y’sigue Tas instrudclones para dibujar una * )
figura por ti mismq.

“‘ »

o

7%



(a)

{e) -~ No es necesarjlo que, como se ha hecho anteriormente,

e | -212-

DibuJa un paralelogra:mo ABCD S
Toma un punto R sobre .AD ¥, dibuja.

iB.

Ahora dibuja =,

My

RV paralelo a .

Dibu:ja una pemendicuiar YI' a BC y una perpendicular
RS a.AD de ma.nera que ‘V'I“\"y RS tengan igual longiltud. -

R

6Q,ué clase de f:lgura es RSTV‘?

-
L d

VI .y ES sean per’pendiculares. Es deseable, sin -

embargo, .que RSTV sea un paralelogramo. .

~‘t -  (a)
‘ - (v)

IV. Recta que interseca a un plano

A

S

Este t.ipo de dibujo es también itll algunas veces.\

presenta*a contihuacidn.

Dibuja un paralelogr'amo como ABCD

W

Toma.un punte R sobre la superf:lcie de WBCD,




o

.4 -

~ 6. Dibuja una piramide de base triangular.

* -

L e, SR =)
3 . o \~ \ e - L .
(e) Ahora dibuja una recta que pase por R de manera que -
. parezca atravesar la superficie de ABCD Esto requerlré
alguna prictica. N N \
(a) - Tendrés una figura mejor sl la recta que pasa por R no‘
’ “\gs paralela agningunwlado del ‘paralelogramo.

i
x

Ejercicios heg

R Eﬁbuja un - prisma rectangular de .manera - que parezca mis alto v

) 'delgado.\\

2. DibuJa un prisma_triangular de manera que las caras triangulares .

] parezcan triangulos recténgulos. oo _ S
3, Dibuja un prisma pentagonal. L ' o -
4,  Dibuja un prisma rectangular de manera que parezca corto Yo
- grueso. ‘ \

| 5,' Dibuja una pilrdmide cuya base sea un cuadrlldtero que ﬁo

parezc& ser un cuadrado, ni un recténgulo, ni un paralelogramo.\
7. Consldera un prdsma rectangular. \ 4
| (a) +En qué pares de caras hay rectdngulos congruentes°
*(h) Describe las posicionea de tres planos de simetria del
prisma rectangular, Imaginate una caja de tizas y tres
. plahos diferentes, cada uno de los cuales divide a la
* caja en dos partes congruentes entre sl. Revisa tambilén
el problems 8 de’ la ‘Sefceidn B3, 0t
8. Considera‘un prisma triangular en elngual una cara es un tri-
angulo equilatero.
~{a) ‘Describe los tridngulos o rectangulos congruentes.
- *(b) . Indica cuatro plapos de simetria.\*
*g, "~ Responde a las preguntas del problema 8 si las caras tri-
angulares de un prisma triangular son tridngulos escalenos.
10, gHay, algunos tridngulos o poligonos congruentes en las—caras K

S ' N AL v

de una. pirémide de bhase cuadrada°

11, Dibuja la figura de un 11bro en que ge muestren 'dos péginas

en angulos diferentes. e W
12, “Dibuja la figura de un blanco de tiro plano con una flecha gque
1o atraviese.

* - ‘)‘

- ) . *w
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o ‘ Capitulo 5
A ERROR RELATIVO

5-1. Mdximo error posible ‘ S
R El proceso de medicidn Jjuega un’ papel tan importante en la’
vida contempordnea que todo el mundo deberis . comprender claramente
su naturaleza. Una buena parte de . 1a aritmética que se ensefla en
1a escuela elemental se relaciona con las mediciones. ILa mayoxr,
\‘parte del trabajo preliminar sobre mediciones ha-" sido previsto
8 para familiarizarte con las unidades corrientes de medlda y con su
uso, asl como gon las relaciones que hay .entre esag medidas.l
El concepto basico que se desarrollara en, egste capitulo se
refier® a que el proceso de medicién -de un ohﬁeto conduce a Jun:
nﬁmero que representa el numero aproximaao de unidades.‘ Esto -
contrasta con el proceso de contar obJetos separados, que conduce -~
{ a un nﬁmgro exacto. Cuando el nimero de obJetos separados se re-. "
dondea o estima, el numero resultante se trata comb sl fuera una

% - . aproximacidn en el mismo sentido que en las ‘mediciones.- Como las
gj : medicionea son aproximadas, los cdlculos que se hacen con sus
. - medidas, tales como sumas o productos, conducen a resultados que -

1

‘también son aproximados. ‘ ,
Cuando usas numeros .para contar obJetos separados, necesltag
\ fsolam@hte los nﬁmeros naturales. En el proceso de contar estable-
ces una correspondencla biunivoca éntre los obJetos que se cuentan *
¥y los elementos del conjunto de Jos nmimeros naturales. Cuando
cuentas el nqmero de personas en. una plase sabes que el resultado
sera un numero natural; habra exactamente 11, pero no puede haber
\11ﬂ'~6 10? S1 hay mucha gente, o S8l no estds seguro de ‘haber ‘
" contado ‘correctamente, puedes decir que hay "alrededor de 300",
=- - - - pedondeando el mifero con la aproximaclidn de una centena.- Sin
‘ o embargo, si has contado cuidadosamente, puedas determinar exacta- .
mente el nimero de personas que hay en el saldn. - ‘

‘Cuando~.mides algo, la situacidn es diferente. AI“hedir la
longlitud der un segmento de recta con una regla dividida en cmartos
de pulgada,\el extremo del segmehto probablemente caerd entre dos
marcas de ‘cuarto de pulgada, y tlenes que decldir qué‘marca parece

5
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»
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mas‘proxima.‘ Ann cuando el extremo del segmento pareciera caer \

\'exactamente sobre una de las marcas de los cuartos de pulgada,~
‘si lo. dbservaras a través de~una lente de aumento probablemente
podrias hallar una diferencia. Y si tomaras 1uego una regla con
las pulgadas divididas en dieciseisavos, podria ocurrir que el ex-
tremo del segmento estuviera mds cerca de una de lad marcas en
‘diecise&sévos‘qﬁe de una de las marcas en cuartod de pulgada.

- En todo estudio de 1as medicilones supondremos. que los instru-
:.ment6s de medida g¢ han empleadé con prbpiedad‘ El uso improplo
de 1os instrumentos puede ocurrir por ignorancia o por falta de
cuid§ao Estos errores. pueden corregirse aprendiendo a usar el
instrumento y observando culdadosamente el proceso de medicién.

- Pexro, aun con los mejores instrumentos y técnicas, los cienti-
ficos estan de acuerdo en que. las mediciones no pueden ‘ser exactas,'i
slno sdlo aproximadhs. Ib importante es saber justamente hasta
qué punto la medicidn puede ser lnexacta, ¥y establecer clara-

-mente su posible lnexactitud. :

1 ) -
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Mlra la recta anter%pr* que representa una escala dividida en

unidades de una pulgada, (no dibuJadaé a escala). El punto cero
se ‘ha marcado con A, y el punto B estd entre las marcas de _
.2 ¥y 3% pulgadas. Como B estad claramente iproxima ala
 marca 2 pulgadas, ﬁbdemos declir que la medic del segmenté\ K
2B es 2 pulgadas.  Sin embargo, cualquler punto gue estd a ~

mas de 1% pulgadas y a menos dasg- Eé-pulgadaé de A, serfa ex- -

tremo de un segmento euya 1ongitud con la aproximacion de una
pulgada, es tambien de 2 pulgadao.“*La marca por debajo de la .
rects muestra la extension dentro de la cual puede caer el ex-
tremg de un segmento de recta de 2 pulgadas de: 1ongitud (con

“

)
la aproximacion de una pulgada). La 1ongitud de tal segmento\ A,
podria ser casi %-pulgada menos, o casl E-pulgada mas, que . E
2 pulgadas. Por consiguient& decimos que, cuando se mide un

" segmento de recta con la aproximacidn de una pulgada, 91 méximd

error posibleh es % pulgada., Esto no signiflca que has cometido‘

r

N
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_un error (o que no 10 has cometido) Simplemente siéiifica que si‘
mides con propiédad con la aproximacion de una pulgada, édualquiler
medicion*mayon que 1§-pulgadas y menor que- Zf-pulgadas podras ‘
declr que. la longitud es de 2 pulgadas._ En consecuencia, tales
\mediciones se suelen\escribir como “(2 + §J pulgadas. .(El simbolo
" £ " se lee "mds o menos".) . Con esto queremos declr que el mayor

_error posible en la, medicidn es ? pulgada. Para decir esto de

‘ otra manera, la medicidn . 2 pulgadas es correcta con la aproxima- - .,

© ¢idn de una bulgada. o ‘ o L N
. - S81 vemos un poste seﬁalador de distancias que dice "Chicago
73 mi)las", 6qué unidad de medicidn ¥ qué error posible debemos

. suponer? : En realidad no lo Sabemos, aunque una interpretacion
razonable seria .que la dlstancia es correcta con la aproximacion -

de una milla, ¥y que probablemente el error no es mayor de - E-milla.
\ iPero qué podemos deci de un poste seﬁalador que indica una»
\distancia de 1 milla hasta k1 siguiegte° bDebemos suponer que la
unidqﬁ\es 1 mllla y que esta milla medlda \Indica una distancla que
estd entre 0.5 de milla ym‘1.5§mi;1a3? claro que ésta no es
una interprétacién razonable en eseVcaso,g
medicion sea mucho mas precisa. .
Para establecer cual es el maximo error posible en una'medi-
cion, necesltamos saber cdmo se ha hecho la medicidn y cudl es 1a~

. exactitud del instrumento de medlda ‘que se ha utilizado. Ordina-

* .riamente no conocemos todos estos datos. En realidad, cuando al-

" _gulen dlce que un objeto "tiene 2 pulgadas de longitud" e "a gds-
tancia es 1 milla", no sabemos exactamente lo'que significa. Por
lo general, no nos importa saber si una medicidn de 2 pulgadas es -

. correcta con %%v ‘de pulgada o, con 3§ de pulgada de aprcximacién,
0 que la medicidn de distanclas es correcta en O. 1 06 0.01 de et

'mllla. Algunas veces, sin embargo, es lmportante indicar cual
puede ser el error, En élitpabajo clentifico y técnico se establece
especificamente el ﬁéximo error posible. Por eJemplo,-una longitud
se daria como (2 * TE) pulgadas o posiblemente . (4 + @ 005) pulga—
das, y no simplemente como 2 & 4 pulgadas. \

Algunas veqes_se emplea el término "tolerancia" en los nego -
clos y la industrila, Con~toleranéia\designamos el maximo errot

ues e$peramos qué\es§a

»

<@
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‘posible que‘g_ peﬁmite. La tolerancia puede ser establecida pq;
la persona que compra clerto producto manufacturado o por el fun- -

cionamiento de una maquina.‘ Por ejemplo, Jan fabricante de auto-

moviles debe eﬁﬂbcificar que los cilindros ‘dé una maquina deben

temer un diametro de 5 pulgadas con una tolerancia de una mile-‘ !
- 8ima de pulgada. Esto significa gque el didmetro no puede varilar ‘

L ~més: de 0.001. de pulgada respecto de tas 5 pulgadas; las délmen-

: siones estarian dadas por (5 + 0. 001) pulgadas. - Pbr otra parte,
un fapricante de bombas hidraulicas puede exigilr una, tolerancia
diferente de O, 001 de pulgada.‘ Las leyes especifican con fre-
cuencia la tolerancia para los lnstrumentos de uso comercial, como '

“las balanzas para medicion de pesos. Se pefmite que las mediciones
de 1las balanzas varien dentro de clertos 1Imitds. "Algunas veces ¢

o se deciden casos judiciales sobre’ la base de “las’ toleranclas per-

" misibles en 1a‘ca11bracion de los taximetrps de la policla. .

-

~ -

\ Ejercicios de clase 5-1 ‘ .
1. Cuando mides con la. aproximacion de iy de pulgada,'bcual es
el méximo error posible? . :
2. Una vars de un metro se divide en centimetros y décimas de
. centImetro (milfmetros). - Se ha medido un segmento de recta
con esa escala y se ha obtenldo 3. 7 centimetros.
(a) GCual es la unidad de medicidn?
(b) La medida.es (3.7 + 9) centimetros.
(¢) ¢Cudl es el mdximo error posib1e° Da el resultado en

4

‘centimetros y en milimetros.
3. Los cientificos miden con frecuencia con la aproximacion de
) _66 de centimetro. El mdximo error poslble para tal unidad
es centimetros o milimetros.
. sk, ;Qué parte fracglonaria de la unidad usada es siempre el
maximo error posible de una medicién?
5. Para una placa de metal de 0.350 de pulgada de espesor se
eSpecifica una tolerancia de 0.0005 dge pulgada El espesor
permlslble para la placa estara entre pulgadas~y
pulgadas. ° v

AY !
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Conslderd s 'dos mediciones, 108-pu1gadas Yy 13? pulgadas.~
»Tal como se usan ordinariamente, estas %wdiciones no indican- qué
unidad gde medicion se ha usado. Supongamos que la unidad de la =
primera medicion es ~§ de pulgada, ¥y que la unidad de }g segunda’
medicidn es E-pulgada.~ Entonces decimos que la primera medicidn \
es mas preclsa que la segunda, 0 que tiene*mayor Erecision. Observa
que 1p precision de una medicldn depende de la menor unidad usada
en esa medicion. El mdximo epror posible de la primera medicion -
es Ei de S}wge pulgada, es decir ‘E ?e pulgada, y el de la’
. Ssegunda es 5 de E-pulgada, es decir5 T de pulgada. El maximo
error posible €S menor para la primera medigion gue para 1la segunda.
Entonces, 1a més precisa de dos.mediciones es la que Be efectua con
~ la menox unidad ¥ para la cual el maximo error posible es, por
consiguienﬁe, el menor. \

. Para resumir: El miximo error posible de une’ medicion es la
mitad de 1la menor ﬁnidad de medida empleada en la medicidn, La, .
mds precisa de dos: mediciones es aquella para la cual el maximo
error poslble es_ el menor. \

Por ejemplo, unalmedicion con una escala metrica puede emplear \

las divisiones.(unidades) en centimetros y en milimetros. Una
medicéién de 37.6 centimetros hecha con la aproximacion de 0.1.
de centimetro (on con la aproximacion de 1 milimetro) tiene un
mdximo error posible de E(1 milimetro) 6 240.1 cm..) = 0.05 cm.
Esto indica que la 1ongitud real esta entre (37.6 - 0.05) centi-
metros y (37.6 + 0.05) centimetros. Indicamos estas 1imitacionéé
escribiendo 37,6 + 0.05. Esta es una manera conVeniente de dar

~ @os datos en uno,’empleando el simbolo ot

Es muy importante que las medicilones se establezcan de manera
que muestren claramente gu precision. Cuands usambs_el signo +

" no hay duda acerca de su significado. Otra manera’ de indicar

claramente lo que queremos declr es hacer clertos convenios sobre
la escritura de un numero en forma declmal —la forma que ocurre{

| mds frecuentemente en las mediciones cientificas y técnlcas.

Cuando escribimps que al medirse una longitud se ha obtenildo

., 17.62 pulgadas, entendemos que. la medicidn se ha hecho ¢on un

error no mayor gue 0,005 . de pulgada. Entonces la medida 17. 62

3 ot

A Y

=26 -
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es: correcta con la aproximacion de la segunda cifra decimal abia
derecha delwpunto decimal. FEn la notacidn’ + esto serla equl -

. valente a eScribir (17.62 + O. 005) pulgadas. ‘Con’” este convenlo

e

. esta claro sl los ceros son clfras significativas. Convendremos‘

A3

.

- cada uno de los cuatro digitos de 17 62 . sirve para un proposito\

real o es “significativo".\ ~ ) * Lo .
En medidas como 1,462, 3. 1 ¥y O. 29637 se entiende que -

todas 1as cifras son significativas. Pero en numgrales como ‘

0 008 ' los tres ceros sirven solamente para 'f1jar €l .punto decimal.

En gste caso decimos solamente que 8 es una cifra significativa.
En el numeral 2.008, los cuatro digitos (2, 0, O ¥ 8)

son cifras significativas.\ En un numeral-como 10,0207 108 dos:

prrmenos ceros no son cifras Qignificativas, pero el tercero sl

lo es. Luego, O. 0207 tiene tres’ cifras significativas {2, 0

:v?)
R Cuando escribimos 2, 960-p1es 6 93,000 000\ de millas no

»

en que no son cifras significativas, pues sirvan para fijar la
posicion del. punto decimal. -"Entonces 2,960 pieés tiene tres.

~cif‘ras significativas (2, 9 y 6) en su medida. La medicidn

es precisa con 1a‘aproximac16n de' 10 ples y el{méximo error

posible es 5 ples,
‘Cuando queramos que angEQf de 108 ceros. del final de un

numeral como 28,000 6 2 960 sean significativos$ convendremos
en indicar el ﬁltimo cero gque es significativo. Entonces 2 960
pies indica, una medicidn® correcta.con la aproximacién de un ple.
La medida tlene cuatro cifras significativas (2, 9, 6 y O).

La medicldén 93,000, OOO de millaa ‘es correcta con la aproximacion

T de 100 000 millas. El numeral tlene tres cifras significativas

(9, 3 vy 0). . FUR N
Definicidén. Un digitd en un numeral declmal es una "cifra
significativa" sl sirve para otros propdsitos que no sean
simplemente localizaTQei punto decimal.

Algunos otros ejemplos son los siguientes.

Numeral ' €ifras significativas (en‘orden)
39,060 » ‘ 3 9,0, 6 |
73. 40 YT, 3, %, 00 -
692 L 6,9, 2
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e 8. 0057 . 8,0, 0, 5,7

RY N -
»

~ En 39,060 el 0 que estd entre ‘9 y 6 es significativo,.
pero el otro 0 no 1e es, pues sirve simplemente para 1ocalizdr ><~
el punto decimal (sobrentendido) En el numeral T3. 40, el O es
slgnificativo, pues no se ha escrito exclusivamente para 1oca1izar
el punto decimal. En O, 00523, todps 1os .ceros. se:emplean para .
localizar el .punto decimal. Entendemos que el cero del extremo
‘1zqu1efdo hasta se puéhe omltir, y si se escribe es soIamente‘para‘.
mayor claridad en la indicacidn del punto - decimal y en la® lectura
" .del ndmero. . i
. Canvenimos en que cuango se escribe un nﬁmero en notacion
cientifica,~todos los digitos del primer factor son significativos,
entonces, : \ .

.

% .

~

73,000 pies = T3 % 10’* ples

| 73,000 pies = 7.30 x 10 pies .

N . \ 73,000 pies = T. 3000 X 10 ples
o 10

También, lanmedicion 2.99776 x 10 cm./%eg., para la veloé¢idad

{de la lhz, tlene 6 cifras slgnificativas; la medicidn 2.57 x 10 9

centfmetros para el radio del ‘Atomo de hidrogemo tiene 3 cifras
I significativas; la medicidn para 1a deuda nacional en 1857, -

. 2.8 x 10'! adlares tiene 2 dafgitos significativos; ¥, 800 x 10
tiene "4 eifras significativas. En el dltimo caso, los dos
\ltimos ceros son slgnificativos. Si no .lo fuesen, .el nﬂme;o ¢
- deberia escribirse como 4,8 x 108. Una: de las principales.venta- N
Jas de la notaclidn clentifica es precisamente la posibilidad de
1ndicar las clfras significativas. ‘

* » LI

. EJercicios 5-2
1. Suponte que mides un segmento con la aproximacidn de una cen-

* tésima de pulgada‘ ;Cudl de las sigulentes expresiones repre-
sentara mejor la medicidn? ! : ‘
- 3.2 plg.s  3.20 plg. .  3.200 plg.

2. Suponte que mides con la aproximacion de una déclma de pulgada.
bCual de las siguientes expresiones puedes usar para dar tu
resultado? ' )

4 pig. - 4,0 plg. * 4,00 plg. (%0 + 0.05) plg.
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3. Indica qué medicion de cada par es mas precisa. .
" (a) - 5.2 pies, (ZE 1) pies - L 1;
(b) 0.68 ple,’ (23.5 + 0.05) pies ' :

A} - N . LW
s .

(¢) 0. 235 plg. , 0.146 plg. ‘ o
4. Cuil 'es tu edad con la aproximacion de un‘aﬁo° Es decir,
© -la edad que tienes en tu cumpleaﬁos mas proximo, dada con
un nuimero redonQp de afos. "Los alumnos que respondeﬁ "3
‘abios" deben tener entre | . 13§ afios de edad.

5. (a) Indica el valor de posicién ‘de "la Yltima cifra signifir
cativa para cada una de las mediciones _que se dan a !

»

5fi " continuacion: \ o B _
(1) 52,700 piles L \~(4) 52.7 ples ‘ ‘\‘~ o N
{2) 5,270ptes - (5) o.5z7Ople . 7
© (3) 52,700 ples (6) 527.0 pies ~ -
\(b) Indica‘el dximo error posible de las mediclones en (a)
6. (a) ‘chal de las mediciones del problema 5 es la mas v\
o precisa° ‘ ‘ ~ \

() ¢Cudl es la menos precisav‘\
. (e) ‘yHay algﬁn par de mediciones que tienen la misma

e

y precisién° S 1 L
7. Subrayando un cero, muestra la precision ge 1as siguientea
medlcliones: S -

(a) 4,200 pies, medidos con la aproximaci&p\de un pile.
. . (v) 23,000 millas, medidas con la aproximacion de un ecen-
%  tenar de millas.: . \
- (e) 48 000,000 de personas, contadas con la aproximacion de
una decena de millar, - "

S8, .quica el nimero de cifras significativas de cada medicidn, - (/’)

(a) 520 pies ‘ (e) 253800 pies ]
(b) 32.46 plg. . {f) 0.0015 plg.. “
(e¢) 0.002 pilg. (g) . 38.90 pies
(d) 403.6 pies : (h) 0.0603 plg.

9.  ;Cydntas clfras. significativas hay en cada uno de los
: sigulentes numeralesv ~ \ o

" (a) 4.700 x 10° - - (d) «6.,70 X '10“4
(b) 4.700 x 104 ,  (e) 4.7000 x 10
() 4.7x 105 (£) 2.8x 107,

- -
. . . R
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5-3. Error relativo, exactitud X.porcentaie de error .
Aunque dqg mediciones se pué@en éfectuar con 1a'misma preci-

sidn, (es decir, con 1a mlsma unldad de.medida), y por consiguilente

con el mismo maximo error. posible, este error es més lmportante

'en algunos casos que en otros. Un error de %-pulgada al medir tu

estatura no serla muy notable, pero un error de %-pulgada al medir
la longitud de la nariz .serla muy notable. Podemos obtener una o
medida de la 1mportahcia del, mdximo error posible comparandolo con
la'mediclidn. Considera las siguientes mediclones y sus errores

miximos posibles: . o |

4 plg. + 0.5 plg o, 58 plg + 0 5 plg. )

Como se han efectuado ambas mediciones con la aproximacion de una -
pulgada, el miximo error posible es .en cada caso 0.5 de pulgada.=»

»

S1 dividimos la medida del maximo error posible pof el mimero de
unidades de la medicion, obtenemos 1os resultados que sé indican
- mas abajo. -{Observa que las medidas son numeros, pero las medi -

ciones no. ‘“Utllizaremos la palabra "medida" para referirnos al

nimero de unidades de una medicidn.) -~

95+ 2o - 0,125
9—5‘5 = §%6 ~ 0.0086 -

. Los ccclentes 0.125 y 0.0086 se llaman errores relativos.
Se define 1 error relativo de una medicidn como el coclente de.la

medida del méximo error posible por la medida. T

-

AR Y

medida del méximo error posible
Error 'relativo =, ) medida

A3

El porcentaje de error es el error relativo expresado como
porcentaje. En los dos eJemplos anteriores, los errores relativos
_expresados,_como porcentajes son 12.5% y 0.86%. Cuando se escri-
ben de esta manera Se 1es llama porcentajes de error. - o

La mediclén con un error relativo de 0.0086 (0.86%) es mds

" exgcta que la medicidn con yn error relativo_de 0.125 (12.5%). ’

Po definihion una, medicion con menor error relativo se dice que )
es mas exacta que unha con mayor error relativo.
Ios términos exactitud y precisidn se emplean en el trabajo

. industrial y-clentifico con significado muy particular, aun cuando

T

3
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‘con frecuencla se les ﬁsa sin‘cUidadq ¥y en la vida didrie son -
sinénimos. .La‘precisién‘depende del tamaﬁo de la unidad\de me -

‘ dida, y es el doble del méximo error posible, mientras que la
exactitud es el error relativo o porcentaje de error.. Por ejem-

\ plo, 12.5 1ibras v 360. T libras son mediciones igualmente pre- \
cisas, -es decir, precisaa en menos de 0.1 “de libra. (E1 maximo'
error posible en este caso es 0.05 de libra. ) Sin embargo, las
.dos mediciones no tienen la misma exactitud La segunda medicion
8 mas exacta, como .puedes verificarlo calcu&ando en cada caso
los errores relativos y cpmparandolos.

Un astrénomo., por ejemplo, wl medir la distancla a una 5&1&—
xla puede facilmente cometer un error de un trillén dé millas |
(1 000, 000, 000, OO()mi ) ¥ con todo ser mucho mis exacto que un
mecanico que mide el didmetro de un eJe de acero con la aproxi—
macion de 0.001 de pulgada. ‘ L

"Por otra. parte, una medicidén dada como 3 5 pulgadas y otrar
como 3.5 ples sqnaigualmente exactas, pero ia primera medicipn ’
es probablemente mds preclsa. ¢Por qué? "

) . Suponte que‘tenemos dos medlcliones de una mlisma cantldad,

" por ejemplo 3.5 pulgadas y 3.500 pulgadas. In la primera ﬁediqu
hay dos clfras significativas ¥y en la segunda cuatro. ;Qué nos -
dlce el numero de cifras significativas de la medida’respecto de
la ex@ctitud (error relativo) de la medicion9 Es claro que cuantQ -
mayor Sea el numero dé cifras significativas de una medida, mayor
es la exactltud de esa medida. Para ilustrarlo, escribamos lo ~
‘siguiente: Co B N ‘

‘ \ o .
3.5 Plg R -~ 3.500 plg.
Dos éifras significativas ) " Cuatro cifras significativas
. y ..
[3, 5} ! i {3: 53 O) O] .
Error féla?ivo - O:g a ~‘ - Error ‘relatlvo = %f%%%i
‘ 6 . N ‘
‘Exactitud = 0.01 L Exactitud = 0,0001
. Precisién = 0.1 plg. - - | Precisién = 0.001 plg.

Trata ae efectuar una comparacidn anéloga para las dos
mediciones 93,000,000, “de millas. y (0.03 1?0.005) de pulgada.




. 4 N
'T\ . ‘g. L ‘\ ) _225_ ‘ - - A 5__3‘
o 93,000,000 mi R (0.03 + 0.005) ple.
: . Dos clfras ﬁignificativas | Una cif;a~significativa\~ B
L 9, B) H R &3
| Error relativo = g%%%g%%a' |, Error relativo i:gfggi e

Exactitud = 0,005 | Exactitud = 0.2 o ‘
Precision = 1,000,000 mi, | Precisién\= Q;O1;p1g. | S

P TR ) L. - . . '

‘ T \ _jgrcicios 5»3 ‘ o

En todos tus cilculos expresa la. respue$ta de manera que con-
tenga dos. cifras significativas. ot
1. Indica el*maxﬁmo errox posible para cada una de 1as siguientes

'

mediciones: ) A
. (a) (52 4.0.5) pies (&) T.03 ofe.
C . (b)" (4.1 £ 0.05) plg. '(£) 0.006 pie
« (e) 2 580 mi, . - 1 (g) 5.4 x 10? mi.
o (a) 360 pies e . (h) 54,000 mi. o .
’ f: «2.. Halla el error relativo de cada una de las ﬁediciones del

LY

o ppq‘blema 1. .
3. Halla el maximo err posible y el porcentaJe de . error pars,

3

‘ . -cada una de las si ntes mediciones' B
T (a) (9.3 + 0.05) p ) (e) 9.30 x 102~pies -
(b) 0.093 pile * ; - (@) 9.30 x 10" pies

4, ;Qué observaa en las re3puestas del problema 3? jPuedes ex-

‘ plicar por qué los porcentajes de error son los mismos para
 todas es‘%tas mediclones? ‘ . \
’ 5. Halla la precision de las siguientes mediciones'

- (a) 26.3 ples . " (a) "51,000 wmi:
(p) 0.263 ple . \ {e) 5.1 ples
(e) 2,630 pies" . (f) 0.051 plg.
6. aCuantas cifras significativas hay en cada una de las
. siguientes mediciones° .
« (a). 52.1 plg. . (e) 3.68 plg.
. (b) 52.10 pig. {a) 368. 0 plg. . C
~ 7. Halla el error relativo de cada una de las mediciones del
problema 6. K ~.
: ~ ' /
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E;,tﬁs respuestas a los problemas 6 y T, ives alguna relg-"
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c¥én entre el nﬁmero de cifras. significativas de ung medida

‘_ y el error relativo de la medicidn? ;Cudl es. la refacidn

que hay . entre el numero fe cifras _significativas una .

‘ medida y la Exactitud de' la medicion9 )

9-‘;

"0, |

. (a) (362 + D vl "4(‘2"7 + 55) Ple., . (323 g) PlE-,

Sin efectuar Ios calculos, 6puedes decir cual de las meh1~

ciones sigulentes -es més exacta9 3Cudl es la menos exacta°

. 23.6 plg., 0,043 plg., 7,812 plg.,« 0.2 plg. X
Dispon, seguin el orden creciente de su precision, las siguien-i
tes mediciones' : '

A 4

(467~+~—E) pig. , (22 25 - O 125) plg.

‘(E) 462 plg.; 3.041 plg., 3 plg. . 82, 4 Plg., s

*11{

-

.‘»,“‘

(@) o0,0062 ~ °  "(n) 0.0362% | (1) * 200.00004

12.\

T

13,

e .

T

e N -

'0.3762 plg.- . » .
Dispdn, segﬁn el orden creciente de -su éxactitud, las siguien-
‘tes mediciones» o :

»

(6 +~E) pies, (3.2 + 0.005) plg., (7.2" + O. 05) mi., v
‘ N T -

(3§-+ 5) plg-, 3 va. (4 + ) plg. * | |

Cuenta el nﬁmero de cifras significativas e cada una Qé las

siguiente§.medidas‘ ’ . o Cow T

(a) ¥3.26 (e) 0.6070 "ji)‘ 76,000

(») 4,607 T (f) 0.003Q ~(j) 83,000
n RN ) . ‘v
(¢) 32.00% . - (g) 4.0030 (k) 0.036

Expresa en notacion cientifica las slgulentes medidas '
(a) 463,000,000 (a) 32.004 (g) 36.8x 102
(b) 327,000 (e) 2 . ‘ (n) 0.80 x 107
(&) o. ooou62 ~(£) o oooouoo (1) 72 pillones
A simple vista, dispdn los nimeros que siguen segin el orden

,creciente de sus magnitudes,  Bscribé solamente las letras.

(a) 3.6 x 10° | L (e) 3.5.x 10 1z

) 3.5x 108 - v T(e) k1x 10

(¢) 4 x 10 6% e (g) 3.527 x 10° \ ~
(a) 3.527 x 10° “o(n) _mssk 108 -
c . e
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(1) 3.4 x.10 ) 339x10 .
15. PROBLEMA DIFICIL. Un mecanico mlde la. cabeza de un piston de
‘ 3E-pulgadas eon la aproximacion de 0.0001 de pylgada mien-
‘tras gue un astronomo mide mediante el paralaje la dilstancla

al Can Mayor (1a estrella Sirio) con la. aproximacion de

-10, 000, 000... -de millas.. Ja distancia a Sirio es de 8. 6 afios -
de luz (1 afio-de luz = 6 x\\1012 millas) 3 Qué medicidh es
més exacta? L, \ | )

) »

ﬂ‘v . -~ N

»

5-4, Adicion z.sustraccion de medidas

‘Como las mediciones :jamas son exactas, 1a~re3puesta a todo -

‘problema que dependa de tales mediciones es también aproximada.\ \
Por eJemplo, suponte’ que has medido el largo de una habiltacidn
haciendo dos marcas sobre la pared y llamandolas Ay B, ¥y que
1uego has medido las distancias de una esquira a "A, de A a B,

y de B a la otra esquina. Las mediciones como ésta, cuyas medi-
das. deben sumarse, han de hacerse con la misma precisién. Suponte
fque las mediclones son Zzﬁ-pulgadas, Hon-pulgadas vy 22% pulgadas,
hechas con una aproximacion de un cuarto de pulgada, .81 sumas 1as
medldas, obtienes 135E Por consiguiente, la medicidn es 135E .
pulgadas. Por supuesto, las M stancias podrian haber s1do, més
~cortas en cada caso, pues las medidas podrian haber ‘sldo tan pe- .
quefias’ como’ 728’ 408 v 22§-pulgadas, ¥y en este caso la dis-
tancla seria casi de 1358 pulgadas, que es tres octavos de: pul-
*‘gada menor que 1353-pqlgadas. De la misma manera, cada distancia
podria haber sido casi un octavo deepulgada mas larga, caso en el
cual la longitud totaT'podria haber sido casl tres octavos de pul -
gada mas larga que 1353-pulgadas.‘ gg_maximo error posible‘gg una
Buma -es la suma de les maximos errores pasibles. 31 sumaramos las
medidas  37.6, 3.5 y 178.6, el miximo error posible de la suma
seria 0.05 + “o. 05 + O. 05, es decir, 0.15. El resultado de esta
gdicion se daria como 219.7 i.0'15
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s+ Los cdlculos referentes .a medidas san myuy importantes“en ei ~
“mundo actual....Se han establecldo muchas reglas que dan la exac-
~titud o precisidén de los resultados obtenidos mediante célculos'
con medidas aproximddas. El gran nﬁmero de reglas, sin embargo,
‘podria aumentar la confusién y jamds reemplazarfa a los conoci-
—-mlentos bééicos sobre-los" datOS”aprbximados. "S1 se comprende el
significado de mdximo error posible y de error relativo,. se puede
hgllar la precisién y exactltud de los resultados de los c&lculds
mediénte el‘senﬁido comin. © E1 sentido’ comén nos -dice que al
.operar con un gran mimero de mediciones, los errores se cancelarén
entre si, dentro de clertos 1Imites. ‘
Principio genera1~ La suma o diferencia de. medidas no puede
' ser mis precisa que. la menos precisa de las medidas de los datos.
. Por conslgulente, para sumar 0 restar nﬁmeros aproximados,*redon-
‘ déalos primero a la aproximacion del menos preciso ¥ luego efectia
la operacildn. S SN
Como hemos visto, el méximo error poaible dé‘una suma (o ‘
diferencia) de varias*medidas es la suma de los méximos errores ;
‘posibles de, las medidas que se suman (o restan). (Para estimar el
error Erobable ‘de una- suma, tenlendo en cuenta la manera como se
cancelarian los errores entre sf, necesitamos emplear algunas
' 1deas de prnbabilidad que todavia no tenemos & mano.)

<

S - T -+ Ejerciclos 5-4

\‘;1 .. .Halla 81 méximo error posible para la suma de las mediciones .
de cada'uwno dé los conjuntos que siguen. (Cuando se da una
medicidn gomo 5%-pu1gadas, debes suponer que la unidad de me-
dida ha sido %:pulgada, y de manera andloga para las otras -
fracclones. ) ‘ . ‘

T (a) 5%-pls-, 6-p13-, 3% rlg.

,-—-'.' ‘ -
o (p) 3¢ plg., " 61 plg., 3 play

(¢) 42 ple., 5.03 plg.
"

(a) %2.5 plg., 36.0 plg., 49.8 pig.

»
K4




\~2{‘:Suma las siguientesamedidas.\

—22?9— . N ‘ S ‘5_‘_5
(e) O 00# plg., 2.1 plg;,*\6’135\p1g.
(£) er ple., % Ple., 3§ PlE

~0) 8:». iu:; ‘ 7.;'0? 6 015, 36.
- (c) 986, 0.345, 1,713.06, 35.27 = e
* 3. Resta las sigulentes medldas: o ‘ | e
(a) 7.3 -6.28 -« = o o >
(v) 755.- 0.73 | | S

4
L

~(e) 5,430 - 647

N “
a0

5-5. \Multiplicacién I_Givisidn de medidas
Ya sabes que el mimero de unidades del area de un- rectangulo

- se hdlla multiplicando el mimero de unldsdes de longitud de su

largo por el numero de las mismas unldades de su angho. Suponte
. Gque lak dimensiones de un rgcténgulo son 30 pylgadas y 20 pulga—
das., Comc se han.medldo con la aproximacion de una ‘pulgada, las
medidas se pueden escribir como .(30 +0.5) v (20 + .5)., " Esto
significa que, el larso minimo puede ser hasta de; 29.5 ;ulgadas vy
el ancho minimo hasta\de 19.5 pulgadas. El largo no puede ser
mayor que 30.5 pulgadas ni‘el ansho mayor que 20,5 pulg das.‘

o #
|
20 pulgadds { °
‘ - h *\\\ o 7 ‘
. AN J -
" 30 pulgadas® | .

N W 22N
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’\\ .~ Mira la figura de 1a pagina anterior para &sr'lo que esto

significa.\ Las 1Ineas exteriores muestran como seria el, reetand

gulo sl sus drmensiones fueran las mas 1argas posibles, Las

+ ° 1lineas interlores muestran cdmo serfa si su largo y su ancho R N
-—w~4hxﬁwm los minmmes posibies. La zona sombreada muestra la dife-

rencia que Hay entre las dreas maxima ¥y minima posibles, corres-

pondientes a ‘las mediciones dadas.
‘Veamos cudles son las diferencias.

-

-

Las dimehsiqnes"dadas~

son 20 ples por 30 pies. Las dimensiones minimas posibles son e

(20 - 0.5) pies por {30 - 0.5) pies ¥ las maximas pOBiblES‘SOh

(20 + 0. 5) ples por (30 * 0.5) pies.

. Mdxima érea‘pdsfble‘

Minima area posible Area dada
(20 -0.5) x (30 - 0.5) | 20 ples x 30°
- pies cuadradosq ples
: 6 A L
(600 - 10 - 15 + 0.25) .4
© ples cuadrados ~ *
\ . 6 L
575. 25 pies cuadrddds . 600 pies

cuadrados

(20 .+ 0.5) x (30 + 0.5) ‘
. pies cuadrados o

8 .~ v

17(600 + 10 + 15 + 0.25)

pies cuadrados
s

‘625.25 pies cﬁadrados

. Entonces, hay una diferencia de (625 25 - 575 25), es decir, . .

~de 20 X 30 pies cuadra
uneos 25 pies cuadradas

8, es decir, 600 ptes cuadrados, tiene

150 pies cuadrados, en 1%2 dos errores posibles. El &rea calculada
ds' que el dread minima posible ¥y unos 25

ples cuadrados menos que el area maxima posible. - Vi
. por. comiente, sl deseamqs ser culdadoses con ‘nuestros

enuncilados

o8 gclarar lo que queremos declr cuando eXxpresamos

gque el area del rectangulp es ' 600 ples cuadrados. Como hemos

visto, esta respuesta no es correcta con la aproximacién de 1 ﬁ;e

cuadrado, pero es correcta en menos de

100 ples cuadrados. Si

queremos indicar la situaclén del hejpr modo posible, debemos es-
cribir ellarea ‘como (600‘+ 25) ples cuadrados. (Hemos redondeado
el area maxlima posible 625.25 -a 625 ples cuadrados. 0 quiza

R prefleras escribilr 575,25 ples cd. < ‘el

S1 escribvimos el drea como 600 pies cuadrados, debemos" interpre-

area ¥ 625.25 ples cd. )
v

‘tar €l numeral como si tuviera una cifra significativa. Eato v T

_— T R3y

" qulere decir que el drea esti dadn dentro de un.margen de 100

)
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piés cuadrados, V. pof conéiguiente, esta entée 550 pies cuadrados
¥y . 650 pies cuadrédos.~ Esto es correcto, pero como resultado no,
es ‘me jor que nuestra respuesta 1600 + 25 ples cuadradns)

. Bs realmente imposible dar una regla satisfactoria para la ‘
multiplicacién de ﬁbdidqs aproximadés en forma decimal To) fraccio—
naria. Sin embargo, cuando se expresan losgdatos en forma decimal

se puéde sugerir grosso modo como obtener un producto satisfactorio.
- E1 nﬁmero dey cifras significativas en el producto de dé dos numeros no ‘

es mayor que el nﬁmero de cifras sighificativas del factor menos
exacto. . ; s . - -

Observa que esto dice que el nimero de cifras significativas
no es mayor gque el nimero de clfras significativas del factor menos.

~e:xacto- . esto no asegura que habra exactamente ese mismo numero de
.cifras. ‘ ‘ \ Cex ‘

Como 1lustracion de este principio, considera el siguiente

A )

problema: GCual es el drea de un rectangulo cuyos 1ados miden

. 10.4 centimetros y y, 7 centimetros?’ \

Para hallar ‘el area podriamos multiplicar 10.4 centimetros
por 4. T\centimetros para obtener 48 a8 centimetros cuadrados.\“En‘\
10.4 hay'tres cifrag,significativas mientras que en 4. T solamente
hay dos. "BEn consecuencia, el producto ho pugde tener mas ‘'de dos
cifras significativas y por eso redondeamos el drea a 49 centi-.

metros cuadrados. Resulta que el drea ap?pmimada del, rectangulo es

49 centimetros cuadrados.

S1 gqueremos hallar una estimacidn mejor del error posible,
debemos emplear nuevamente el esguema " + ". Como - Co.
(10.% + 0,05) (4.7 + 0.05) = 48,88 + 0,52 + O, 235 + O, 0025

‘ - f 49, 6375 . v .

(10.% - 0.05)(4.7 - 0.05) = 48.88 - 0.52 - 0,235 + O. 0025

C ~ = 48,1275 ‘

vemos gue 48,1 cm.2 < el area del rectangulo < 49. 7 cm.2 O
usamos solamente.dos cirras\significativas, vemos que el area ‘esti
entre 48 y- ‘50 centimetros cuadrados. Entonces (49 + 1& centi-

- metros cuadrados es una buena respuesta.

Podrias preguntar por qué no’ redondeamos a 10 el numeial

. ) ' R v/
b 238 .

hY
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10.3 y trabajamos con sélo dos oifras signifigativas en ca@a |
-+~ Ffactor. Entances tendriamca f \ \ S e s

10 X 4 7 ‘cm, j= 47 cm.2

para el area, lo cual vemos que no-es cgrrecto con dos cifras
significativas. ‘ ‘

- Por esta razdn, cuando se mul@iplican doa factores que no .
tienen el mismo numero de cifras significativas, es costumbre
“convenir enplo siguiente.‘~ ‘ s » g
~ Si un de los dos factores contiene mas cifras significa— .
tivas que £1 otro, redondea el factor' que tiene mds cifras ~
~signifi ivaé de manera gue conpenga solamente una cifra \

" signif cativa més que. el o%ro fictor.\ ST e
. Suponte que queremos hallagrla Ibngitud de una circunferencia
_cuyo didmetro d es igual a 5.1 La longltud de Ta circun~
ferencla es C = md. ;Qué valor d emos tomar para T? Como el
diémétro 5.1 se.da- -con dos cl as slgnificatlvas, tomamos tres
cifras significativas.para W, es decir,*v = 3.14. Entonces

?

. =1rd=:314><5x.1=16014

que redondeamos a. .16, pues en el producto no ‘deben aparecer mas\
“de- dos cifras significativas. Entonces, ‘

C=16mm. .

-

\ Si estuviéramos tratandp con una circunferencia muy grande,
\ cuyo digmetro 4 midiera 1,012 pulgadas, entonces deberfamos ‘
~ tomar T = 3,116y redondear el resultado de la multiplicacién"‘
C = (3m1116)(1, 012) a cuatro cifras significativas.

La division se defire por medlo de la multiplicacion. Por
consiguiente, es razonable segulr el procedlmlento usado para la
multiplicacidn al dlvidlr nimeros aproximados.

Cuando una mnltipaicagion 0 una divisidn indicada tiene un

Lk

‘e

' ridmero exacto, como %2 en la formula de la longltud de la circun~ -

ferencia (C = 2wr), el nﬁmero aproximado determina el mimero de

clfras significatlvas de la reSpuesta. No conslderamos el némero

exacto en la determinacién de las cifras signifieativas 'de la
. respuesta. Un nimero exacto es un numero gue no se obtlene .
- midiendo. = ‘ ‘
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- Ejercicios 5 -5 |
1. Suponte que un rectang’ulo tiene 2-;— pulgadas de 1a1;go Y ’*

pulgadas de ancho.‘ Haz un dibuJo del rectangulo.- Indica

S TE 1¢gura que el 1argo ‘tiene (EE- n) pulgadas' y el ancho
. ‘ (12- n) pulgadas. Luego halla la mayor y la menor de las C
. ~ areas posibles, calculando su diferencia 0 parte incierta.
Después halla el drea con las dimensionee medidas, Y ‘da la
; ‘respuesta con la aproximacién de = 2 pulgada cﬂadrada.‘f
»+ 2. Multipllca los sigulentes" nﬁmeros aproximados:

(a) b1 X36.9 T TR .
——— (b) 3.6 % )4 673 o e e T e
- “(e) 3.76 x (2.9 x 10 B oo o ﬂ R
3{ Divide los siguientes mineros aproximadoa. ‘ \ ‘
- (a) 3.632 + 0.83 . i ; : e
" (b) 0.000344 + 02000301“,wmwfww:w1‘mehwfmf_m_mLMW““T e
© . (e) (3.14 x 10%) + 8.006 - 3 | o
B ‘4, Halla el &rea’de un campo recténgular hue tiehe 835.5 varas
. largas de largo y 305 varas largas de ancho. = ) T
5. La longitud de una circunferencia .8e da por la férmula C = wd,

\en gqgue d4d es el dlametro ‘de. 1a pircunrerencia.\ Sl se da W
cdomo 3. 144593, halla las longltudes de las circunferencias
cuyos didmetros tlenen las sigulentes megidas: N ;

(a) 3.5 plg. - : e
n(b) 46,36 piles , T e ‘
(¢) 6 mi. ‘ o

6. "' Una mdquina estampa‘piez&s‘cuyo beso individual es 0. 625
 1ibras. ;Cuanto pesan T5 de esas plezas? L

T Suponiendo que el agua pesa 62,5 libras por ple cﬁbicq, 4cua1

© es. el volumen de - 15,610 libras?

»

. S Hay:muchas\reglas aproximadas paré»calcuiarfcon datos aproxl-
‘mados, pero se las debe usar con mucho culdado, pues no sirven para

todos los casos. Las mdquinas calculadoras de gran velocidad, que
suman 0. multiplican miles de ndmeros por segundo, deben tener .
reglas especiales aplicables a los datos que se les proponen. En
tales méquinas, los errores provenientes del redondeo de numeros

N
N » N 3

N ‘ }
N
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8e suman o deshparecen de una manera muy dificil de prever. De
hecho, la "tearia de errorés“ tal como se aplica.a las calculadoras

es actualmente un campo muy activo de investigacidn para 108 mate-
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Capitulc 6
. NUMEROS ﬁEALEs \ -

N - ES
LN

T 6-1. Revision de los nﬁmeros racionales . *

En tus estudlos de matematicas has empleado varios sistemas~
de numeros. Empezaste con los numeros naturales, de los cuales
quiza sabias mucho aun antes de comenzar el primer grado de_la-

e i b

__g__escusla primar&a““'ﬁmtas nUneTos son tan familiares que sus dife-
- rencias respecto de los otros sistemas de mimeros fécilmente pasan

asi, bcualee son?

inadvertidas. Considera las siguientes preguntas. \ .

"7 -(a) Elige un nimero hatural particular, - 6Cua1 es el numero
natural mas pequeﬁo que le sigue9 5Y el mas grande que 1e sigue°
S1 n representa un nimero natural, ;cémo se representa el numero °
natural sigulente mas pequeﬁo° Y el siguiente més grande9 R

»(b) ¢Hay algun numero natural que no se pueda emplear para
reemplazaﬂ‘a‘ n en tu respuesta a la pregunta (a)? \6Por qué?

(¢) ¢Hay un: mimero natural minimo? ;Y uno ma:x:'unc»‘7 Si és
‘ (@) iEs el conjunto ‘de los numeros naturales\cerrado respecto‘
de la ‘ - X
‘ (1) adicién? ‘ S

{2) " sustraccidn?

- (3) multiplicacidén?

~ (4) daivisidén? ~
‘ e) ¢Cuantos nimeros naturales hay entre '8 vy ;Y entre
5,002' y- 4,0029 ;Y entre 168 y 169?\ Dados dos mimeros natu-

\rales,‘ghay siempre otro mimero natural entre ellos°

*

" mimeros que hemos llamado ¢1 conJunto‘de los numeres racionales.

" En el Capltulo 1 has estudiado los numeros racionales posi—
tivos ¥y negativos. - El conjunto de los enteros contiene al conJunto
de S numeros naturales (1lamados enteros positivos) Para cada.

qﬂ}:o positivo a. hay un nimero opuesto ~"a. Los opuestos de los -
enteros positivos se llaman enteros’ negativos. 81 a .es un numero
natural entonces a .+ ( Ta) = 0. bQué numero entero no es positivo
ni negativo° . . €~ o
El conjunto de los en eros es%a contenido en otro conjunto de

A
L]

J «
.
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Como sabes, el conjunto de los enteros se'emplea con varios fines; ,

pQr. ejemplo, para 1ndigar la poblacidn de un pais, el nimero de.
délares que tienes, el nﬁmero de vértices de un triangulo, etc.

" Los enteros solos no ‘bastan para muchos otros fines, especial-

.mente para la medicién. Si tuviéramos que usar solamente los’

.” enteros para medlr, habriamos tenldo que inventar nombres para

las subdlvisiones de la unidad. ‘En clerta forma 1o hemos hecho
asi; en lugar de declr 53-pies, decimos algunas veces 5 pies\
% pulgadas. Pero no empleamos una palabra diferente para una

subdivisidn de pulgada. En vez de ello, decimos 7E pulgadas 6
T.25 pulgadas, empleando mimeros racionales que no son enteros.

- 81 tuviéramos solamente mimeros enteros, Jamés podriamos decir

3% cuartilloa, é 2.3 millas, 6 0.001 de pulgada.

Recuerda que un numero, raclonal puede ser designado con eI
simbolo de fraccidn E- donde p Y- q son enteros, Yy aq %'0

Asi como hay un entero negativo que corresponde a cada -
entero positivo (o nUmero natural), hay un nimero raclonal nega-
tivo que corresponde a cada numero racional positivo.

. Ya debes estar familiarizado con las propledades fundamen-

tales de los mimeros racionales, gue resumlremos. asi: .
~ Clausura: S1 a y.b son nimeros raclonales, entonceé‘
a +b es un nimero raclonal, a * b (mds" cominmente escrito ab)
es un numero raclonal, a - b es un nﬁmero racional" y 5 es un

nimero raclonal si b ¥ 0, - : .

Conmutatividad: S1 a y b son nimeros racionales,-

‘ féntonces a'+b=">b+a, ‘L a, b=b: a, (ab = ba).

'Asoclatividad: S1 a, b 'y c  son mimeros raclonales,
entonces a‘+ (b + ¢) = (a + b) + ¢, ¥ a(be) = (ab)c.
Elementos neutrales~ _Hay un nimero raclonal cero tal que
8l .a es un mimero raci nal, entonces a + O = a. Hay un
numero raclonal 1 tbal que a -+ 1 = a. |
Distributividad: S1 a, b y ¢ son nimeros,racionales,
éntonces a(b + c) =-ab + ac. - - . o
e Inverso aditivo: S1 a es un nimero racional, entonces
hay un mimero racional ~a tal que a + ("a) = O,

~
»

R
)

]
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Inverso multiplica‘tivo' . St .a - es un nimero racional 'y -

-8 5! 0, entonces existe un nimero racional “b ’cal que ab = 1.

‘Ordepnacidén: S1 a. ¥ b son nﬁmeros racionales diferentés,

o \ entonces ‘0 blen Ja >b, o bien a < b,

1.

V~ 2‘

3:

Ejercicios de clase 6-1 1
Hay un entero negativo minimo? + ;Y uno méximo?
Si. n representa un entero negativo, jcdmo se representa el
eiguiente mas grande" ;Y el sigulente mids pequefio?
z,Es el con,junto de 103 enteros negativos cerrado respecto de

1a N - ) L) . N . . \, )
T (a) ‘adicién? . (c) multiplicacién?
(v) ,austraccion" - (@) divisidn? ‘

‘Expresa cada uno de 1os siguientes numerales en la” forma g-

(R), ‘donde p y q rson- numeros naturales.

(a) 5 (e) »-5- ~
(b) 7% o /f 6+% ‘
e / @ 1
(@) o T ) no+g

5.

, (b) ‘\ _(%) + %-;.:: % y g- ‘rs un mimero racional.
| ;
\

(a) ;». (2 + Jt;).a(v}.‘?w(zr m)

LY

},Cual de-.las propieda.des de los mimeros ra'cionales se pone de

manifiesto ‘eh cada unq de;los enunclados: slgulentes?

2

W jro-3 B

WA

@ @ @=-@ G

—

(&) 17 =" . -

»

+<—a+%>=<7%#—a>:» |
() f-(45-) 3'- -( ) v ;‘-("53) es un numero racio’nal.i .

#

(r

s

N N
-
N
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1.

~ 4Cudl es el inverso aditivo de

s L R
(e

Cudl es el inveérso multiplicativo de ('4')? o

:Cémo se suele-llamar también'al "inverso multipliga.m, wol'e
Si P— 0 (P-) » €8 el nombre mis. Bimple para un mimero raclonal

entero,' squé mimero debe ser Q?
¢CSmo puedes saber que dos fracciones representan al mismo

‘nimero wraclongl? ?

Qué otros tres nombres hay para el nimero racional %—

N EJercicios 6-1 - - -
Indica cual de las propiedades de los mimeros racionales pone

de manifiesto cada uno de- los enunciados siguientes.

2.

Y 4 -

=

r————aem—m———

L A

TE' ‘es’un nvmero racior{al.\
A N A \ . - N R

(a) @ =y

(b) g'+ 0= g o § o j \ \ ‘\ s \h;
() 1" ="G o T
(a) '(%) “(%) = %‘%‘ 'y —%% es un ptimerg?\ raclonal..

(e) %" (3' +‘2-) = (~2 . -};) + (%‘ . %‘)‘
(0 - - '1}) @ ) o
@ 5+ G+ -Gk -

EXpresa cada uno de los numerales que siguen en la f‘orma

g* o (P-), donde P ¥ g son: nﬁmeras naturales.
(a) 17% (a) ‘0.35
() 2 () 10
LT . \ - ,
() (74) +3 " (£) 17,03 -
.. 3. Escribe en_su forma fracclonaria-més. simple. cada uno -ge-1os - i
numerales siguientes e \ \
: 14 2 o * ‘ .
(a) z8 .. (Q) 6% : . *
S (v) 42 | (6) . (8} |
(¢) ~o.62 ’ (£) 12.5
! 2 15 ) ’ . N
~ " ! o ‘
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Yy, }-‘,Cual es el inverso adit:!.vo de Qada uno’ de 1os siguientes .
nineros? e e e , o A o
. .5 . . . co L N i
. \‘ . T i o - \‘ ‘ . e N . R M\ .
5. Compléta este enunclador g expresidn mds simple para un ‘
. nimero ﬂeacional escrito en la forma ‘5- es aquella en la cual
a y b no tienen ningin factor comin, excepto _ RN O
" 6. Un nimero racional que no tiene inverso multiplicativo eé\el o
numero g- cuando” p - - . S ‘ e
7. Escribe ordenadsmente 1os mimeros. racionales que siguen. : -
f\‘. _ Coloca el mayor al final. L o \ﬁ
» - ’ PR

; ) . o 4 : I -'%.._“-..g "4’;‘ "(5)_,”,_,0*_ R w__.a._,.-..-»

. . *8, Halla 1a media de 105 dos ‘mimeros’ racionales 8 v +4.‘:
RIS = ,,Es slempre pos:f‘ble calcular la media de dos enteros \de manera

"0 que el resultado sea un entero? Explica tu respues a. ‘
:10; ;Multipiica;por} 10 cada uno de los siguientes nﬁmeros~ S
‘Ka)\\o,3;333 5 ‘ - () 0.1u214g\'{ ) ‘\.
: (b) ©0.090909 S Tele) 13.46333 g o T ,
(¢) 16.31212 ¢ (£) su6. 4646 . T
11. Multiplica por 100 cada numero del problema 10. .
" .12, Multiplica por 1,000 cada numero del problgma 10. - .
N & '
- 6-2. Densidad de los nimeros racionales L .
. e — &
Una de‘ias observaciones qQue has hecho sobre los e te "es

la ‘siguiente~ todo entero estd precedido por un determ ado entero

¥ éeguido‘por otro. El entero que precede a B8 _es "9,y gl .

entero que sigue a 1,005 es 1,006, Con otfa pala:bras, s1 n \
‘es un entero, entonces ‘su predecesor es (n -1 ¥ su sucesor esg P e
(n+ 1).» o S T e

- N

AV
; (2
oy
)z-"“'” 7”/
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Sobre 1a~reeta nnménica esto aignigica que hay vacios entfe

103 puntos Que correspcnden a los’ enteros. FEUREN 3\’ N
AL EI VA IS S WY r. L BT T Ly
“ -3 =2 a=l . 0] “%‘1' o2 e, 3 R
N N R - i A . ] ‘ . . . *‘ . ‘ ! | . ) | | ‘ ’}’ \
SR e '.\ R Figura 6—2&\ 3

s Ahora conaidera t&ﬂos los nﬁmeros racionales, ¥y los.pun%os .

de la recta numérica que les cbrrespanden. Tales puntos se

T llaman puntos I‘acinnales.~ Sobre la recta numérica que hqllaraa

?

‘& continuacldn se muestran los puntos raclonales entre 3 y #
déBignados por 188 fracci&ﬂes con denominadores 2, 3,, 4 y 6

e e T Figﬁra ~ese‘»zrb

Dt b S T Njgrcieios 6-2a \. e

S

1. . Dibujauuna.;ecta numérica anéloga a la de la figura 6—2&.

e ——————

Marna los puntos que cérresponden a estos nﬁmeroa- o P

‘(?'), .‘-(g‘): ‘_('z'): \—(?‘): -('2‘):‘ -(?)’.‘.‘2" '2': “2‘5 "g"

NN Sobre 1a recta numérica que dibujaste en el problema 1 hallar:j

los puntos.que corresponaen a estos nﬁmeros.
. . :1‘

G, ", @), @ @ @), '(g>, & 55 %
3. gEran algunos de los puntos de los pro§iemas 1y, 2 el mismo
. punto? Si es asl, “jcudles eran? o o
\4. Suponte que ya tlenes localizadosolos.puntos correspondientea
e .numeros raclonales representados por fracciones con deno—
** minadores 2, 3, 4,° 5 y 6. Luego locallzas Jlos puntos
\ représentados por” fracciones con denominador T. 6Cuantos "
§ ~nuevos Jpuntos . (que ain no hayan' sido marcados) habrs para
los séptimos entre los puntos que. corresponden a Jos enteros
vy 29‘ 2y entre los puntos que corresgfnden a 3 y 40

€ T -

~
A
LN



L \.;-241?5

o¥

Be Localiza luego los puntos correSpondienteq a las fraeciones

con denominador 8.

TP

~ aCuantos nuevoa puntos habré entre los
" correspondientes a dos enterqs consecutivos° . \ ‘
6‘ »Considera. todos los :pu;atos racionales entre o y 1 qhé

represegten fracciones con denomihadores de 1 a 8§, inclusive.
h Tales Jpuntos se enumeran a continuacién.
ura‘las~fracciqnes con“ﬂenaminader-«1, la segunda-fila muestra 7

La primera fila mues»

las fracciones con denomlnador 2" para Tos nuevos puntos, la

terGEra las fracciones con denominador > para 103 nuévos pun- .. -

tos, y asi suceaivamente. o o
Se o o . L L .
.’01 N “. ‘ \‘ ) o v
“ T. ¥ o .
Y \ , . 1 3 Y J‘
- - N o - E
) ‘ / > . %” " % »
N ‘\1 . . 3 @3 k ‘ 3
: - T . T
o > 1 b E‘ t‘é_‘ . B—
’ 1‘.3 ' 5 . 5 ¢ 5 -
E" A . ’ ’ % .
o 2 3 4, 5 ¢ 6
ST T o A T 7
1 » 3 - NN ~% . \ %»J
B-‘ - - g R W »
. S | D )
(a) ¢Por dué se ha omitlido \%s en la fila de los terclos?
\(%)‘ sPor qué se ha omitidpg'%-\en la file de los cuartbé?
N N ,& ‘ I
(¢) 6Pof.qué aparecen-mis puntos nuevos en la fila’ de 108
- , quintos y en*la flla de los séptimos que en la flla de
. los sextos? o | .
7. En la flla de mas abajo se disponen 1os numeros racionales \
indicados en el,problema 6, ordenados de menor a mayor. ’
03 11 1712 1323 1 4 5 6 7 1
.T§\73.5~1T73’§57?75‘3 567~'8'1

Expliea por -qué 1as sels primeras fracclones deben estar en el
orden 1ndicado, haz lo mlsmo para 1as sels ultimas fracciones.

at

~

»

L



8. En el problamg 7, se podrian obtener mss nﬁmeros
) 'de fracciones Y més puntos en el’ conjuntg*corﬁespgi
de puntos racionales, intercalando las fracciones qon deno-
‘minador 9, luego los fracciones con denominador ' 40,
\sucésivamente. 6Cuantos puntos nueVOs corresp0f¥erian a las
fracclones con denominador 9°? 6Y a las frav7iones con .
\‘\“denominador 10?7 . ;¥ a ‘1as fracclones con f ominador 119
9. En los problemas 6 ¥ 8, ;qué denominado fcprresponderia'\
al mayor numero.de puntos que aun no Se han con$1derado? .
{Qué clase de nimero parece correaponder al mayor miméro de
nuevos. puntos cuando se 1e use eomo denominador? ~6Por que?

»
Lo . . .

. Podemos seguir un metodo diferente para designar y localizar
nuevos puntos racionales. ‘Considera dos nimeros racionales“

1~positivos r y s, con r < 8. Luego imagina lo que ocurre s .

-

sumamos r y s a cada uno de estos numeros. Observemos la

recta numérilca. - .
) . v \ N

\ . \
L  e—— smandorgr’ .
- ‘Or r N L 2 2r - ‘ .
‘ 5 . ..“
L S  ——— ! sumando 3 g ¢ >

!

4 ; res - cLR

. . ‘ . r——'——'j wnl;hdo‘rg; .

i o 4 - — N >
0 i S r+$ “ . ;b ‘ *‘
N \ R
o \ } —S Msumando s g s -
X - 6 o g 25 ) ) <+
* . 3 . ]

.

N \ - .

Vemos que 2r < r +‘s‘<‘23. Tomando mitades, obtenemos

r < —(r +'8) < s. No es.diffell méstrar que - 1 < §(r +8) <8,
aun si r es negativo, 0 cuanda tanto r como 8 son negativos.
Puedes tratar de demostrar esto por ti mismo, 81 deseas, empleando
la recta numérica. E1 némero E(r + 8) es la media de los
mimeros r y .s. Hemos observaao, entonces, qle la media de

dos numeros raclonales esta entre €808 numeros. Sohre la recta
numérica, ;qué punto crees que’ eorresponde a la media de *‘dos

-

X

21y "
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‘numeros? Es el punto medio del segmento determinado por ‘es08
ndmeros. Si y s  son mimeros racionales, ;es E(r + 8) un
nimero raciona1°\ 6Qué prOpiedades de 108 nﬁmeros racionales nos -
permlten afirmar esto9 : . ‘ N

- Podemos resumir 10 que hemos observado: El‘punto medio del

\\a\segmento que. une, dos puntos raclonales sobre 1a recta numérica es
‘un punto racional que corresponde a la medla de los dos numeros.

N N punto medio del segmento que une los puntds correspon-

*. dlentes a \3- NA %- es el punto que correSponde al nimero %%Q pues

) n

'2(3 f)-?‘a 3) g% R

N - ~El punto medio dé%.segmento que une los puntos correspon»
dientes a é- v %- es‘el punto que corresponde al nﬁmero f%%u

pues - - . ‘ \ -
LM 7)-’2‘(? % = 1%
Buscando la media de esta manera, es posible hallar mimeros
- racionales entre cada par de numeros consecutivos representados en

la fila de. fracclones del problema 7 de los Ejedciclos 6-2a. 81 .
1nterca1amos egtas nuevas fracciones, la fila comenzarla .asi’:

W

-
MY

®

L N o B

'Si hallaras por este .método todas las nuevas fracciones de
esa fila, habria 43" fracciones\entre %- y %a Este proced1~
mlento se puedé sdidir 1ndef1nidamente. Podrias hallar puntos

0
entre T ¥ *33 entre _6 y 83 y asi sucesivamente Podrias

hallar tantos nimeros racionales come quieras gntre 0 y 1,

»

tomando medias, medias de medias, y asi_gycesivamente.
'El estudio anterior sugiere esta 1mportante propledad de los
nimeros racionalq; o : T

Propiedad de la densidad Entre dosunumeros racionales dls-
“tintos ha?'un tercer nimero raclonal.

Sobre la recta numérica, esto significa que el .numero de puntos .
raclonales de cualquler segmento es 1limitado; poyr mas~pugtos que
se hayan localizado en un segmento mu& pequéﬁo, se pueagn lpcali—\
zar tantos otros. puntos-como se$deseen.

. .
. LS A -

. - 2510
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o Ejercicios 6—2b \ o .
1. 3Es deg;jﬂel conqunto de los enteros? 'Es decir, ahay slempre

- * yn tercer entero entre dos enteros cualeaquiera? :Explica\tu ;\\‘*

A »

respuesta. \ \ ‘ o

\Zpi JHay un ‘entero positivo minimo° Y uno méximo?‘x .
''3. iHay un emtero negativo minimo? Y uno méximo?. .

4, bHay un nﬁmero racional positivo minlmo° Y un nﬁﬁéro

.- raclonal negativo méximo? ‘

5\ ‘Imagina los puntos de la recta numérica correspondientes a’
0 yd T%ba ‘Indica el punto racional ‘P que esta a mitad
-de camino entre O Y . TGU‘ Indlca el punto que esta 2
mitad. de camino entre el punto P ¥ 0' y entre el punto
P.y TUU‘ - .

6, De la misma manera, halla trés mimeros racionales entre

‘m'-""m

BN

.

.

7. Imagina el Begmento ae extremos -UBG' ¥y TUUﬁ" Indica un

método que puedas aeguir para designar tantos puntos raclo-
nales como quleras en ese segmento. Emplea ese\método para
designar por.lo menos cinco puntos. \

6-3. Representaclones gecimales de los nmimeros racionales ‘
Frecuentemente es utll poder expresar los mimeros racionales
" como decimales.” Cuando es necesarlo comparar dos nimeros-raclo-

‘nales muy prdximos, .la comparacidn se facilita‘eqnvirtiendo‘ésos'
nUmeros g la forma decimal. La forma decimal es particularmente

¥tll si hay varios nﬁmeros‘racioﬁales por ordenar. Por ejemplo,
considera las fracclones %25‘%%5 E: v %%- vy sus decimales
correspondientes 0.52, 0.54%, 0.375 y O.45. Es mas fdcil *
‘ordenar los nimeros cuando - ‘se escriben en forma decimal.

Algunos nﬁmeros racionales se escriben facilmente en forma

. decimal. A simple vista, sabemos escribir

% = 0.5, = 0.25, %g 0. 125, §= 0.2, 213'= 0,04,

= 0.008, ¥ también 3L = 8.5, 52 =5.75, L - 17,5,

N

&)I_.,




o divisién. Por eJemplo," : e

»
?

3 N

. gCual seria) un camino razonable para estudiar desarrollos decimales

2 .

)

L2456
La expresidn decimal para algunos otros nﬁmeros racionales
ppede no ser tan evidente, pero siempfe la obtenemos mediante la

»

3

a

: 3= 0'33333-" N
8_ 5 6666666 ‘
3 s e 8 " . )
J‘% = 0. 142857‘1428571‘42857... | ;
. L
N . * . 1 e \ a il
| 13 = 0.07692307692307. . 4. ‘ .
T 2 =10.09090909. .. . | |
B ' Lo v L .
1B . sovBsTaseBsTIMRL.. ..«

*

» Los ejemplos qué h%moﬁ'estudiado parecen sugérir\que el.
desarrollo decimal para los numeros racionales, 0 blen termlna
(como en 2-~ 0.5), o bilen Be repite (como en 3- 0.3333333...)
como éstos? Puesto que hemos\efectuado la divisidn del numerador
por el denominador para obtener una representacién decimal, podemOS\”

, estudlar cuidadosamente e procedimiento que seguimos en cada casSo.

"indicada escribimos . a .

7

Congldera el mimero r ional 8‘ Si efectuamos la divisidn

A

5 . 0.8 o *
) ““E%? ) .resto 6
. . - o " resto b ’ ,

0 . resto O .
. . " .

R

Al , dividir por 8 10s unicos restos que pueden aparecer son O, 1;
)

"2, 3, 4, 5, 6 y T. El resto-qug aparecié en la primera etapa

fue .6, 1uego 4y finalmente 0. Podriamos contlnuar dividiendo,
obteniendo en cada nueva etapa un resto tero y un coclente cero.
Podriamos escribir 8-= 0. 875000,.. . pero lo hacemos as! rara vez.

Y

25~ .

. ‘ S - B

-

LT
a A

k l,y:""«ﬁ" .
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El decimal  0.875000... es un decimal periddico en que 0 se
‘repite 1ndef1niﬁamente. Cuando aparece el resto O, la, divisidn

L : B : [N o ‘ : .

-

es exacta. Dacimos que una divisién es exacta sl da un resto
cero y luego ceros para el cociente. Tai dechmal se 1lama fre-

' cuentemente exacto en vez de periékIﬁo, y asi lo haremos en
-este capitulo. \ ’

 Qué podemos decir de un numero racional que no tiene una,

reprasentacion decimal exacta? Consideremos un ejemplo particular

de esta clgse,‘a sgber,\%%r El. proceso de la divisidén de 2 por

13 es asi; | .a‘

0 S 0. 1838461gg | | o

. . : _ 13 —g ) | ‘rés\to e |
T o . T «
&

s a0k

~

| ] . T80 6 .
| - % 8
- | | - lg'o 2
. | ‘%o B O
| | - 50 ¥ 5
v N » . %% N I R
. . etc,

- .Los restos posibles!ipn ahora O, 1, 2, 3, %, 5,6, 7, 8, 9,
10, 11 y 12. - No aparecen todos los restos, sino 7, 5, 41, 6,
& ¥y 2, en este orden. En la éigﬁiente etapa de la divisidn
reaparece el resto 7, asi como la sucesién 7, 5, 11, 6, 8 y 2.
En realidad, el proceso se repite de nuevo, periddicamente. La
correspondlente sucesidn dq‘digitos del cociente-—153846——se

- repetlrd, pues, periddicamente en el desarrolldé declmal de -3
oi@

A fin de esceribir este declmal en forma concisa y s8in
ambiguedad, se acostumbra escribir :

A, .
0.15}8461538461538461...\ como 0.153336..; 1~

253

ok
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sy

. La‘barra (o raya) sobre laésucesién de digitos 153846 .

oy indica que ese conjunto de digitos repite.‘ Anéloggﬁente, escribl-
" mos De3333... como. 0.%... . Caso de ger convenlente, podemos

: elcriblr 0.3333... como,,@(33... é ‘OaBBBL.. y 0.7538%6...
e GOBEL 0. 153846T5 380 Ba 04 0t e o

R N

~ El método que hemos estudiado es general y puede aplicarse a
un mimero racional cualquiera 5\ S1 se efectia la divisidn ‘
indicada, los posibles restos que pueden aparecer son 0, 1, 2, ‘ T

AL 3, ..., (b -1). Nos fijamos solamente en las etapas que oontri- o
L ‘buyen a' que los digitos se repitan en el coclente.” Estas etapas \ '
aparecen usualmente cuando los ceros comlenzan a repetirse en el ‘
\ dividendo. Si aparece el resto O, el desarrollo .Qecimal termina

~ en esa~et a del proceso de divisidn. ~En realidad, podemos escri-

* bir un dezgmal exacto tal como 0,25 con un cero repetido para
lograr un desarrollo periddico,‘tal como 0.25000..., 0 podemos
usar la barrs, tal como 0. 2552.. . Observa que puede aparecer
un resto cero antes de esa etapa sin terminar el proceso, por

ejemplo,. .
\‘ o 12,2 ~
. : % - resto \ ‘ ~
y = 6. 0 \ *
;:; -—2 ) ) ' )
1 1 : ;
' 10 8 :
\ ‘ .0 o .
\ ~ 10 o \
o T 0 |
» 81 no aparece 0 como resto después de agregar ceros al
divid@ndo, gntonces después de.a lo mas (b -1) etapas del . T
proceso de divisidn, apareceraggggvamente uno de 1os restos posl- D
bles 1, 2, esey (b = 1) y la sucesldn de digi%os comenzari a
‘repetirse. ‘ "
‘ Medlante este argumento vemos gue todo numero racional tiene
! un desarrollo decimal periddico. v K
L R t ;\




1.

~\(b) %r |
(e) &
(a) =
@)

\‘A 20—\

(a)
“(e)

- s

galla expresiones declmales para los nﬁmeros racionales que
Contimia la divisidn hasta que comlence a- repetirae o
el perlodo, ¥y escribe tu respuests con dlez cifras decimales ‘

siguen.

_por lo men?B-\‘ﬁ\w‘

\(a) 2

;Cusdles de las siguientes fracciones se convierten en deci-.
‘males -en que se repite el.cero {exactos)?

(a)
(b)
(9)

/;4a-kﬂ.x £0] s

b 4

cd

/

- Nes U

S A

Escribq;en forma factorizada completa los denominadores de
las fqacciones exactas del problemy. 2,
Desagrclla con sels clfras declmales las sligulentes

fracclones:

(a)/ 37

;.(b) E;

(c) 2

~ -

A

N

o

) "-2&8-‘

Ejercicios 6—3

w8

o (8) %'z;

" ;
‘(*1) 83;
1) 17

(&) 7
() 3

@
(9
()
CORSU

ey
o
o .

N
L
A

C N
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=
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~ o,.en forma irreducible, \‘n = 533

L)

e

‘%?._ 1. 875, ;%%L 0. 397,.%%? 27.68 se representan todos por

\~v“ - awee \ e -
NN - e . - . “ |
Mimero raclonal correspondiente a un decimal periddico
“Hemos visto c¢émo se halla por divisidn el desarrollo'decimal ’

«<de un nimero raclonal dado. Encontramos que el desarrollo decimal
res periddico.’ Supongamos ahora que tenemos la situacidn opuesta;

‘es declr, nos dhn un declmal perl dico. . ;Representa. éste decimal

efectivamente, un mimero’ raciona1°‘ gcdmo podemos averiguarloO
Podemos ver, cémo se aborda este problema considerando un \

e jemplo. Escribamos e némero O, 132132132132..‘\ y.1llamémoslo n,

- de manera que\\n = 0, 1321327322.. . El perfodo de dfgitos es 132,

‘entonces\si multiplicamos por 1,000, desplazamos e1 primer periodo

hacia la 1zquierda del punto dacxmal y.obtenemos la relacién .

~1,000n 132.1}2132132..

T - n = 0.13213273%...

3

Restando, obtenemos qggn\= 132
' ) \ ) \\\\ .
) . . Yo 132 . - »
de manera que n = \ S
e ¢ \ 999

By

Por este procedimientq encontramos que O. 132132132 32

4y ‘ ..

El ejemplo que aqui damos pone de maniriesto un método generagl
que han desarrollado los matemdticos para mostrar que todo éecimgl
periddico representa un numero racional. Vemos, por ecnsiguiente,

que hay una corréspondencia'biunivoca entre el conjunto de 108
mimeros raclonales'y.el conjunto de los decimales periddicos.
Luego, geria practicamente equlvalente definir los numeros raclo-

nales como ‘el conJunto de numeros representados por todos esos
' decimales periddicos.

Antea de dejar el tema de los declmales, estudiemos un dato
.interesante acerca de 10s decimales exactos. ’

Hemos visto gque los nimeros racionales como E'“ 0.5, = 0. 2;

1
5
decimales exactos. ;Cémo podemos saber cudndo es éste el caso°
s1 nos inspiramos en los nimeros raclonales de este tipo que

hemos estudlado, obtenemos una clave evlidente: parece gque los

LY

U | 256



1A e N A SRS S S i S S L T e \1( , . ,,a TR a'\ UMY Sl .*\&‘C P ;‘"&v;_\v o Ve 0 * N R
R ann e NRRIC LSRRI S e s por Y et s maen v moay s e B NN ,& BT N . SN Al
. NN . < - N N - N N N N v&\ < a A

Y N . = » . »

o ?* . ] Ce ‘ ‘ L . \» ~ . ‘ . - - “\ l

“. | 6-1‘ g ;~° ) . ‘ -250‘. QG . ‘ c ‘ “ | -\':‘

o o Lt ‘ N © I . 3
: ~<i1<=:.nc>m:!.1:1au:‘ic;:|:~e;a; tienen aolamente los’ faetores primos 2 6‘ 5,
"% ambos. (V. problema 3, EJercicios 6-3.)" o T !
;[H Considera un nﬁmern racional en el cual el denominador . iaf

*r*  e8 una potencia de 2, como:‘;§$ e e =

L o teEt R
e . . 5‘h . o ‘ 39..1‘*~
Multiplicando por &g, O \'l, podemos escriblr T
‘ : 5 \ ‘ . v 2 5 b
- Puesto que 24). 54‘ puede escribirse o \ ’ ,i ’ . ;S‘
‘2-2‘- 2 - 2-5‘5-5-5 (2.5)(2.5)(2,5)(2 ‘5 =
podeﬁos escribir s . \ f ;
N zzr —% ‘%zmrs' %%-“3755 L
De manera analoga, si tenemog un nﬁmero racioaﬁl ‘en el cual‘el :  §§
A dengminador es~una potencia.de 5, podemos proceder del siguiente iﬁ
modo: \ . S s
\ . —t ) 5 . ‘i \' "
23 .3 _ 32 3-32 Pt
ST 555 mgm pogs’ ~ "
5 5 \ 2 (< e ¥y
¢Puedes mostrar . que 55 22 = 1059 o \v 3 o ‘E
' " En general, s1 tenemos cualquier numero racional cuye deno - \f
" minador tiene solamente potenclas'de 2 7y de 5, ‘podemos emplear
la misma técnica. Por ejemplo, ‘ " ‘
) | b,
2791, _3an:sl-e Y 3191t 379257 91»57
Lo 2hst el s ) (25 )(5 -2h) 107107
¥ esto da una representacibn decimal exacta. éPuedeﬁ demostrar
2
que 3791 es un declimal exacto multiplicando por 53? Para.
. 2 s 5 “: *5 ) )
\ establecer en general uq hecho$de este género, sup?nte que
' hacemos 1la sigulente pregunta: ;Qué nimero racional £ (se ;
supone que p y q tienen solamente 1 como:factor comin) .
puede ser répresentado por "HE ‘donde N es un entero°
\ . 10 o :
A Suponte que €ste es realmente el caso y que‘: .
’ ‘p_. N S
‘ 97 10 ; \ "
F ¢ B57 Co )
1 N \
. = i
W 4 5




’l

™

* N S

. P ; “251- . . 6-4

R NN .

; \ L y

‘ Por consiguiente, q - N p *+ 10

Esto indica qne q ‘divide al producto de “p 1_ 10K, Pero,

-como hemos supuesto que P ¥ q) tienen~sqlggfnte a 1 como
factor cdomun, entonaes 'qtgebe dlvidir & 107, Finalmente““ioa*—*~*~
ﬁnicos factores posibles de. 10k son los productos de potencias

2y potencias de 5. . .
Asi hemos dgmostrado que un mimero racional r tiene una

representacion decimal exacta 8l el denominador de\ r consiste
solamente en el producto de-potencias de 2 yde 5,7 unicamante
en.ese caso. E?tonces (T puede escribirse en la forma

»

donde p es un entero. -

>
1 A}
®
»

2.

-

»

8 N - \ .
\) . RS ’ 2 5 “ . \’Q

‘Ejercicios de clase 6-4
haass S— »
Efectﬁa cada una de las sigulentes sustracciones

>

(a) ion -n ‘ (d) 100n - 10n
(b) 1oqn'\- o . (e) 1,000n - n
(e) 1, ooon - 10;} "~ (£) 10,000n - 100n =
Escrlbe cada producto como un solo numero. v
(a) 10 X 0.9999... -(f) 1, ooo x O. 61345T§...
(b) 100 x 3.1272... (g) 100 x 8.031575. ..
(c) ‘1,0(;0 X 0.035035....  (h) :100 x 312.8999...
(d) 10 x 16.663.,. S (1) 10 x 312.8999. ..
(g)'} 10 X o.pouuir.:. (3) {0,009 X '6.0»1236‘1‘23...
¢Efectﬁa tada una de las restas indicadas.
Y 3,12ér Qq9, .. ' (¢)  162.162762... .
312.895... 9.162’1‘62...
~ (b) 9.995... f'(d) 301.01010T. . .
0.999... . 3. 0101“1‘...
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1 ~(é5 1‘233333.‘.‘.\" (g) 27,075 0756‘7“.;.
. 0. 1233;__3_.;. B \27, '756’?'2

A

,_.__.___(.m_.m. NV (h)ﬁ ms.nvw’f..,..
- -54% doo. \ ‘ )'l’q 64”2... \~

S N 2

2 S

k. Para cada uno de los nﬁmeros N que sigue‘n, halla el me or
A3 nﬁmero de la forma 10 k (.10 100, 1,000, et‘.c.) de manerg
¢ ‘qpe_ (10 . N? - N sea un decimal exacto. Mu,estra que esto:
: “es clérto. . T . ~ - \ 3
? " Egem 0. . C NN . |
\ : : ‘ \ ‘N.—q 13242‘5....

R 100N = 132, 4242F... o 0

- N= 1. 32h§1r .
100N - N = 131, 10000... Ce

»

-

L da), o.55§... S {e) 163.TT.. -\ \
\" - ‘(b) 073"3'...~ - ‘ ~‘~(\f) 672,#2112... T
:(c)\ 0.901907.. SR (g) 0;123456%.-- e
f (a) 3.02333... : o (n) 3. 4100’0‘... e . i :
\, T Expresa cada uno de los nUmeros que 8se dan a continuacion .
* en la forma. 'E’ ‘donde a Yy b son mimeros naturales.

(a) %91 L . (d) 19.993 ‘ \ T "
R R O L o

: () 2. (£) —;’-gggl ,

6. Si ~.=.u=.- reemplaza ‘a por "9 en % },por qué erés entre

23 y 50 puede ser reempiazado b de maner
representable por un declimal exacto?

~
m—

»

H
La
N
>
R
T
v
N
H
v !
H
N
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. S EJerciciQB 6-4 v T 4

D ., 1. 6Q,ue nﬁmeros racionales de la forma B tienen las siguientes
A nexpresionesﬂeeimales? BRI SIPE o
SO (@ aosem.. (o) oages L U
() 0.111‘1‘...‘ . (£) 0.166B... . O
| ' (e) 0.058E..., T (e) 5;125‘1*2‘5‘.(‘. o

Y (a) 0‘1237?3 | () 1o, O4sT5... . . k

& Escribt; en :E'orma completamen‘be f‘actorizada cada denominador o
~ de los sigulentes nﬁmeros' v : ‘ SO

(). 3 BERCRE L Co
L e v o > L e "
R G S I R

.3. 6Cua1es de los nimeros del problema 2 tienen decimales con.. *

- » N

- cero repetido? \ . .t e B . _l‘
"4, 7S1 se reemplaza .a por 1 en el nimero racional g jpor qué’
mimeros entre 63 y 101 puede reemplazarse b de manera:

que % sea representable por una expresidn decimal exacta?

[
I »

.6-5, Puntos racionales sobre 1a wecta numédica
Yoo . Si samos la representacién decimal para los numeros racio- \ :
. nales, vemds: :lnmediatamente cémo localizar y ordenar los puntos , o \l
. correspondientes scbre la recta numérica. . ’ . ‘
Considera, por e,jemplo, el ngme:r*o racional 2.39614. .. ¥y S‘%-.}
posicidn en 1d’ recta numérica. El digito 2 en el 1ugar de -las .
. =~ unldades nog dice inmediatamente gue el punta rap.ional corres- .
 pondiente P estd entre los enteros 2 y. 3 de la recta numé»

rica. Graficamente, la primera figura aproximada es asli: - -

.

AR 9 v

¥ ;’ )

P
A V. i i\ ) F i
3 4 5 8 7 8 9 lO\

N ‘o o
R L

-
o
=3
oo

. . N N
2 - 1 N N F oo N - - N % . N .
ERIC - ~ ~ \ | - .
. . . . N N
PAraiitex: provia c » N ) )
. ~ . A N N
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iUna déscripciéﬂ‘méé preclsa se obtiene dbnsiderando‘los dos pri-

. meros digltos z. 3 qQue nos indican inmediatamente que P esta
- tngre 2.3 Yy 2 i, Por eansiguiente, hallamos el punto P en

ei{intervalo de 2 3. aividido én decimas, de la siguiente
manera: o] \f \ T L ‘ e
. \ \ .\; P N he :
2 L i Vf 1 i 'l i 1
20 2.3 Jé 4 2. 5 ‘ . 30

e ? 'S1 continuamos el.progeso de afinamiento sucesive de la ,
Vo ?osicion de P- sobre la recta numerica,‘tenemos una figuré .como
L a giguiente; o : e NN

SR (239.00) '{; |

“P"\‘(‘2.~396.\_.\. )y Mo

R B .:~ ‘ . ~ e . ‘\ R -
P . ( 2. 396.1§ » e ) A 2)@ ]"7.\: - N v 2.39?0
. ‘ . N . / v e \a,_\ \a\ ~
S 7 . P -
s o, & - L V) ] ) L )~
P (2.39614...) . -239610 — ) T 239620

Locglizacidén de P corfésnpndiente a 2.3961%..

! Con tal representacidn degimal para un mimerd racional,
podemos locallzar ficilmente el punto corregpondiente sobre la
“recta’ numérica con el grado de exactitud deseado. S .

Ademds, Qados dos numeros racionales distintos cualesquiera
en esta forma, és fdell declr a Simple Vista cuidl es mayor y
cual es menor, y cual Precede al oty en la recta numerica.

Si pretendes localizar el punto 2 c¢uldadosamente sobre la,
recta npmerica, preferirias usar %-‘6 0. H?EEﬁrl..? Si
qufhieras comparar ~% con cualquier otrd mimero racianal

SN

6que forma es. mas facll de usar, %- 6 O, 32857 ces?

Ny N )
» N T ) ‘ :? e
: 2 * N D} b . C ®
N L} N u -

\‘li‘ s . N w!

\
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L LI : Ejercicios 6~5 N oo
1. Dispon cada grupo d"aEEnmiRﬂr1ﬂr1ﬁr1mhmmrwﬁnkﬁremrqne~apare*~——
RS cen los puntos correspondientes sobre la recta numérica. Colo-
ca primero en la lista el punto que estd mds a la izguierda.
(a) 1379 1,493 1385 - 5.468 . 1.372
) (b)) T9.426 .-  T2.765 2.761 ©  5.630 "2.763
i (e) 7O, 151175 0.15487  0@BN63  0.15475  : 0.15598
2. En el problema 1(c), ;qué puntos eatandyﬁllos slgulentes seg;
' mentos? « . -
"(a) "Bl gmento de extremos 1%‘y 2 - o T Yo
(b) El.segmento de extremos O y '1. o ~
! (c) El SEgmento de extremos O.ﬂg y 0.2, © %o A
& " (a) El segmenﬁb‘ﬁe\extremos 0. ﬂ% % 0. 16, 1‘-\ -
. (e) E1 segmento de extremos' O. 154 ¥ ‘0. 155. : .
~J 3. Dibuja un segmento de 10 centimetros, marca .sus- extremos con )
S 0.y 1, y dividelo en diez partes. Marca y da nombre a los.
\ \ siguientes puntos'\ - : : L -
) (a) .0.23 : \‘(d) 0.6 \ v
() 049 - (e j@)e\_ e
(e) 0.80 SN OB 95\';". T
4, Dispodn cada grupo de numeros racdoﬂhres en orden creciente, )
expresandolos primero en forma decimal ) e C
4 1 , re - 2‘ ‘- . ..>“
' (a) . 23 70’ ~§§% ‘ (¢) é& 5] . .
. 2. 7 6L . <322, b1 :
(b) % jo°- 00 . (d) m‘ .
BT . '
~ L N : -
6-6. MNdmeros irracionales - R

Al estudlar los mnmeros racionales, hemos aprendido muchas
cosas. Una de las mas importantes es la propi&ﬂad de la densidad;
entre dos nimeros raclonales diferentes cualesquiera hey siempre
otro nﬁmero racional. Esto quiere decir que hay muchos, muchisimo ,“

numeros racionales y puntos racionales, y que éstos estan repartidos‘
por tdda\la recta~numerica. Cualquier segmento, por pequeinio que

L]
.
] » . 5!
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-sea, contiene infinitos puntos raéionalea; Podriamos pensar\que'

NN
-

» " todos los punfos de la recta numérica son puntos raclonales.
Marquemos un punto sobre la recta numérica mediante una cons-
truccidn muy simple con la regla y el compas. Quizas este punto
nos depare una sorpresa. : : : S . SN

{a) Dibuja una recta numérica ¥y designala con 8. "Sea A
el punto cero y B el punto uno. ) ¢

‘ "(b) “En B, dibuja un°rayo m perpendicular a z. :
. ’ (c) ‘Sobre m toma un segmento EU de una unidad de.
B _ longitud. - , \ .
. (d) Dibuja el segmento AC. ‘
o (e) Dibuja un arco eircular que interseque a z, tomando
e | : A como gcentro y IC' como radio. Llama' D al punto .

3

de 1n¢erseecidn. ‘

k4
X

NP
mw
H

R . Flgura 6-6 . ‘ \
Ahora considera las dos preguntas slgulentes: -

(1) A qué numero (si existe) corresponde el punto D?
T (2) 6Seria un ndmero raclonal? .

| Veamos la primera pregunta. Halla primera 1a longitud de
fﬁ pues. AC y* 3D tienen la misma longltud. Usaremos como
unidad de medlda la unidad de distancia de la recta numérica.‘
En la fﬁgura 6-6; el tridngulo ABC és wn trisngiflo rectingulo.
La meddda de AB es 1. La medida de BC es 1. Podemos
.emplear ia‘Pfopiedad pltagdrica para hallar i,

~ >

A
-

. \ \. v ,\ (,AC)E (BC)Z + (AB)BE % ' \.
L (ac)® = 1% 4 12 e Q

~® s (a0)f -2

04
A
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El nﬁmero positiva cuyo cuadrado es 2 se define como la ralz -

cusdrada de "2y se escribe .JE L. . -
Entonces,f* T S : S ‘

_ : ‘ \AC = 2, luego T -

- . N e

»

 Por consiguiente, el punto D corresponde al mimero WZ. Es %
 un nimero raciana19 ¢Es este nimero”el coclente de dos enteros, v

puede ser representado como una fraccién E- en la cual p y_ q

Para responder a esta pregunta, seguliremos una linea de
razonamieapo que la gente usa con frecuencia. Es el tipo de
razonamlento gue siguid la madre - de Juan un dia en que éste llegd
tarde de 1a escuela. A los regafios da su magfe, Juan respondié ‘
que habfa venido corriendo’ desde la escuela hasta -Su_casa. “.No,
no has venido corriendo por todo' el camino‘“, dijo ella flrme-

_mente. Juan, avergonzado, preguntd: Th.Cémo lo sabes?" "Bl

hubleras corrido desde la esguela hasta aqui, .estarlas Jadeante
le respondid ella. "No estés Jadeante, luego no has venldo
corriendo". . . | o

‘ La madre de Jyan siguild un razonamiento 1pdirectd. Ella
supuso lo contrario de lo que queria probar,\y mostrsé que esta.

_hipotesis congucia a una conclusion que no podia ser verdadera.‘

Por consiguiente, su hipotesis tenla que ser falsa, y el enunciado
original verdadero. ‘

. Demostraremos que /2 - no es un numerggracional, empleando el
razonamiento indirecto. Supondremos que =J? @8 un numero racional
¥y mostraremos que esta hipotesis conduce a‘una conclusién;&mposible.

Supongamos que +/2 es un mimero racional.\ Entonces podemos
escribir 2 como g- donde p ¢y q B8on enteros y q ¥ 0. Toma

\g- en su forma lrreducible. Esto significa que p Yy qQ no tlenen

.otro factor comin que 1. ‘
Si NZ = R entonces P'E' y Bq =p-. Como p y q 'son

2

enteros, p2 y q2 _también son enteros. Si p2 = 2q2, entonces

3

D debe ser un mimero par. (Un entero es par sl es lgual a 2
‘mnltiplicadp»por otro entero.) Entonces, p - p debe ser par.



~

B

N »

Un numero lmpar multiplicado por otro numero Impar es un mjmero
impar. :(;Recuerdas por qué?) Entonces, p debe ser par, y se
\ puede escrihir como 2a, donde a es un entero.

Por consigulente, pz = zq2 _se puede escriblr como
T L (ea)?eed - .
y (2a) * (2a) = 2q% ‘
i 2 2 ! * f
e y 2« (2a°) = 2q B ‘ > .
* oy ~~2a2=q2‘

Esto nos dice que q2‘ es también un ndmero par, pues es.
\ igual a 2 multiplicado por. ‘otro entero. Resulta asl que q
tambiga es un numero’ par. ‘ | B
 Entonces nuestra hipdtesis de que ~Z es un’ “némero racional
% en su forma :l.rreduc:bble, nos ha conducido a la conclusion de
que P Y Qq tilenen el factor comin 2. Esto es 1mpos:lble, pues
\la forma q.rreducible de una fraccion es aquella en la cual P X
q no t¥enen otro factor comin diferente de 1. Entonces el
. enunciado "WZ es un mimero racional” debe ser falso. /
\ Como la! medida del segmento A5 de la figuyra 6-6 _es J?
entonces /2 debe ser el nimero gque corresponde al punto D.
Se ha demostrado que /2 no es un nimero racional. . Por consl-
\ guiente, hay por lo menos un punt;o sobre la recta numérica que
‘corre.:'aponde a algin nimero qQue no es un numero racionafl Con.
btras palé.bras, aun cuando los puntos racionales estan‘défxsa-
mente dlstribuldos sobre la recta, el conjunto de los p{mtos
de la recta numérica contiene mas puntos que el conJunto de los

.

n

. numeros racionales. . . \ ~
Un mimero como \/? ue no es un numero raciona\l, se llama

mimero irracional. El ijo "1" camwia el significado de

"pacional” en "no racionar™.

*  Ejercicios 6-6 ‘ \ -
1. Construye una figura como la figura 6-6, y marca el punto D
o "NZ ", Luego usa el compds para localizar el ‘punto que
corresponde al nimero (vZ2), y mdrcalo.




. ) A o
2. Dibuja una recta numerica, usando una unidad de la misma longl-
tud que la unidad del problema 1. Usa la 1etra A ‘para el \
punto Oy la letra B ‘para el punto 2, En B construye un a
segmento perpendicular a la recta numérica y de 1 wunjidad de
longltud; s 1lémalo BP. Dibuja IEQ faCuél es la medida del
segmento AP? - ~ ‘

- D ‘Usa el dibujo del probdblema 2, ¥y localiza 'sobre la recta numé—
rica los puntos que corresponden a 5 y “(v5). Marca esos
puntos. -

y, ;Crees que d"' es un nﬁmero racional 0. un mimero irraciona1°
i Por qué° ) . * »-

*5, + Usando el mismo método que para los problemas 2 ¥ 3, localiza
el punto /3. ¢Puedes imaginar una manera de locallzar el
puntodcorrespondiente a B2 Y a T2 o

- 6. Localilza los puntos que corresponden a estos nimeros:

(a) 2v2  (») Fve (e) T(3+3)

7. Crees que 2 +/Z es un nimero raclonal o un nimero irraclonal?
8, PROBLEMA DIFICIL. Demuestra que 5 es un nimero irracional.
(Emplea el razonamiento 1nd1recto seme jante al que se ha usado
. ~ para demostrar que /2 - es jrracional. En determinado momento **
deberas saber que sl p2 -~ tlene a. 5 como factor, entonces p ‘
tamblén tiene a 5 como factor. Demuestra esta proposicicn
\ simple. Antes de tratar de demostrar que 5 es irracional
. . plensa en la propledad de factorizacidn unlca de’ los numeros
| naturales. Si el nimero primo 5 no fuera un factor de p,
" entonces, ;cémo puede ser factcr dé p v9

En el estudlo anterior se ha demostrado que VZ no es un
ero raci al. Es una gran sorpresa saber que podemos construlr
cilidad un segmento de recta cuya longitud no esta

n

.dada por un nﬁmero racional. Ademas, qerece que hay muchos otros
nimeros, tales como ~3 y 5 que no son numeros racfonales, Si
plensas un poqulto sobre los raclonales e irracionales, puedes
ver una manera de encontrar muchos numeros irraclonales. Por
eﬂemplo, todo nimero de la forma 5~J§ donde B es racibnal,

i
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\\\‘sera irraciogﬁl. Pero-el conjunto [Bwa] puede ser puesto en

corwespondencia.biunivoca con el conJunto de los- nﬁmeros raclo-
paleg\%{%ﬁ. iSin embargo, es obvlo que el conjunto {I?‘ﬁ?] es
1aliEna pequeiv“u;a~parte de 103 mimeros lrracionales!

\ racionales, a pesar de ser dqnsos sobre la recta numérica, de janr
en qﬂglidadﬂ@uchos més 1ugares vacios que 1los que ellos mismos
ocupan. + v
Cuando q'tablecemos una correspondencia blunivoca entre un

conjunto dado y el conjunto de los nﬁmeros naturales (o un sub-
conjunto del conjuntg de los nﬁmeros naturales) dicen los mate-
~ médtlcos que hemos"ehumerado“‘el conjunto. Podemos "enumerar”
el conJunto de los mimeros raclonales, pero Jorge Cantor (1845-
1918) descubrid en 1874 que el conjunto de los mimeros irracio-

" - hnales no se puede enumérar por ningun método. Hay‘tantos

numeros lrracionales que es imEosible establecer una correspon-
~dencila biunivoca entre el conJunto dey €SS0S numeros y el conjunto
de los nﬁmeros naturales. De cualquler manera que trates de
-enumerar los numeros 1rraciona1es, algunos se te escapardn; de

aludimos al decir que el conJunto-de los numeros raclonales

.deJa mas lugares vacios ‘sobre la recta ‘numérica que los que
A

 hecho, se te escapa,ra.n mds de los que_ hayas tomado, A este i

‘ 11ena. \

" 81 te interesas en aprender algo mas sobre este importante
aspecto de las matematlcas, puedes consultar la obra Uno dos
‘fzggg .+. infinito por George Gamow (capitulo I). Puedes hallar
una breve pero interesante historia de la yida de Cantor en
Vidas ~de matemdticos por E.T., Bell (capitulo 29),

—

6-7. Repr’egentacién‘ decimal de 2 .

- Lps‘nﬁmeros como 5 y A7 corresponden a puntos sobre
la recta numérica; determinan longitudes de segmentos de recta
¥y satlsfacen a\ﬁuesﬁra intulcidn de lo que es un ndmero. Pro- .
‘bablemente el aspecté mas desusado del nﬁmero ~vZ2 es la manera

7

realidad, hemos sufrido una gran desilusién: 1los numerosf\
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como se 13 ha. ﬁefinido. d?' es el némero positivo n que, elevado
al cuadrado, gs igual a 2 de manera que. ‘
B .
~ S \ « ’

jEsta forma es~distinta\de la que empleamos antericrménte para de-

finir dos nimeros, pues hasta shora hemos tratado principalmente
con enteros 'y con ‘nimeros definldos como razones de enteros.
Para mejorar nuestra comprension de k veremos una nueva

‘manera de describir 2 mediante noclones mis familiares. Si,

por eJemplo pudiéramos expresar de alguna manera ~2 como un

- decimal, esto nos ayudaria a compararlo con los nimeros racionales

. de unas ﬁocas operaciones’ (3 enséyalas.) obtenemos el resultado

gue conocemos., Ademéa, esto nos 1ndicaria su 1ocalizacidn en la
recta numérica. o \ S 8
" Tomemos la definicion del mimero NZ3 es decir, G/f)z = 2,
S1 elevamos al cuadrado\ 1 v % notamos 1nmediatamente que
2 < GJE)2‘< 22 y por consiguiente 1 <'JE <2 ‘

. e
Esto nos dice que. +/2 es mayor que 1 ¥ menor que 2, lo que ya

‘sablamos. Podemos tratar de obtener una mayor aproximacidén pro-
bando con los cuadrados de 1. 1,.1.2, 1.3, 1.4y 1.5,  Después

1.96 = Q."i)z < W2)% < (1.5)°

y por consiguiente concluimos que 1.4 < NZ < 1.5, \
Con algunos cdlculos 1igeramente més compllcados, vemos en la
siguiente etapa que \

1.9881 = (1. 41)2 < (JE) < (1. 42) = 2.0164‘

y por consigulente,

2.25

|

—

=

1.41 <42 < 1,42

Si tﬁatamos de continuar;el procédimiento, obtenemos en la slgulente

.etapa

-

. 1' 41y <V'E < 1. 445

Como ves, este procedimliento puede segulrse hasta que se agote
nuestro entusiasmo, obteniendo en cada etapa una may#r aproximacidn
decimal. Si qéntinuéramos hagta la séptima clfra declmal tendriamos

1
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R podemos ‘hallar aproximaciones dec:hnales de

\

Esta es una muy buena aproximac:lén para 2, pues

6-7 o | T -262-

. 4‘1&2135 <VZ < 1. Mlxéws

nﬁ‘

)\\.

$

| \ . / . . IR
SRRCE K42135)2 = 1, 99999982358225 W, RN

X

(1. 1;142136)2 = 2. 00000010642!1;96

Entonces, empleando la propiedad que deiine («/?)2

2 tan exactas como
quexjamqs. . Hemos llegado a esta‘bleeer que . .
| NZ = 1, 4;142135... |

donde los tres puntos 1ndican que los dig:ltos continuan indefini-
damente, comp lo suglere el procedimiento anterior., )
Geométricamente, el procedimiento que hemos seguldo se puede
describir sobre la recta numérica de la siguiente manera: tomando -
pvimero los enteros de la recta numérica en el segmento 0O a 10,

vemos que ‘_»./E' debe estar entre 1 y 2.
. \ ‘ : : o

L IJEL H i I il‘ l It ‘

. & 3
Lot*z‘aass'rusm

Agrandando este segmento (medlante un aumento de uno a ‘diez‘)\vemos .
que /7 estd en-el segmento cuyos extremos son 1.4 y 1.5 ¥y

L | VRN | 1 !g 1 A ) N L1 ) )
o w . S & T R \ ) 2.0 .
agrandandc adn mds la figura, V2 estd dentro del intervalo
(1 41) 1. 42): N o
3 .
) /o , T e T,
i 1 Ve 1 1 L -1 L 1 1 ) ] o N
140 141 a2 Las 1.47 1.50

y agi hasta la octa\na etapa, en que N2 estd entre 1 4142135
¥ 41142136.. 3;‘ ’
R | i \l 1 \l lﬁg' | T W tl_ 1 - |
LAaT30 14142135 - 14142140

. Este procedimlento los indica cémo leer los dfgitos sucesivos en
. FN
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la representgcion decimal de st A mismo tiempo nos da una’
manera de determinar la posicién del punto sobre la recta real.
" Cuando escribimos el nimero ~Z como 1.4142135... toma una
. aparencia sospechosamente parecida a la de los nimeros racionales ‘A%ﬁ
que hemos visto, como por ejemplo, - - Coe \ o '

3 = 0.3333333... ¥ %= 0. 14285711 .
\Debemos preguntarnos en . qué se direrencian y c¢dmo podemos distinguir
un numero racional de uno irracional cuando tenemos solamente las
representaclones decimales de dichos nimeros. "

La caracthistica fundamental de la representacién decimal de
los numeros racionales es que sus decimales se repiten con perio-
.dicidad‘ Como hemos’ visto, todo decimal periodico representa un
mimero racional. Entonces, la representacidn decimal de N2 no -

¥ puede ser periodica, pues JE es lrraclonal. Podemos estar segu-
ros de que por mds Que continuemos calculando digitos en la repre-
‘sentacidn declmal, o ‘ ‘ .
' ) VZ = 1.M82135,.. R
ningun grupo ge digitos volvera a repetirse periodiiﬁxe indefinida- |
. mente, Podemos estar seguros de. que un deci al representa un nu-
mero racional solamente en el caso en que haya un periodo en ese
faecimal que como diJimos se indica con una barra { ): S

. Ejercicibs 6-7
1. ¢Entre que dos enteros consecutlvos estdn los numeros irraclo- °

A

nales que siguen” {(Escribe ra respuesta como se sugiere en la
pregunta (a) ) Usa la tabla apareclendo en las péginas. 200 y

201.
a)\JBU** (<3< __)
(b) ’\/8_ . Il '
| () vz5 S
[ \» ~ (d) ~TZB0 (Sugerencla: 4,280 es 12 80 x 102, entonces
g : o comienza el cilculo tomando wﬂﬁf "10. ) ‘
/, RO R | |

-
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2. Expresa (a), (b) y (c) como décimaleg"con‘éeis ¢1fras.

>

(a) (L73n? h
() (. 732)2 I R
| (e) ( 733) . el N
L (d)\.Halla 1a diferencia entre tu respuesta a 1a. parte (a)

R » y el nnmero 3; halla la diferencia entre tu respueata R
" ala parte (b) ¥ el nimero 3; halla la diferencia

entre tu respuesta a la parte (c¢) ¥y el numero 3. :

" (e) 4Cudl es la mejor representacién decimal de aJ3 con 1a
B ~aprox1macién de una milésima° - : {

\5Cuay§s de los mimeros que 8se sugieren es una mejor aproximﬁcidn \
- para Jos siguientes nimeros irraclonales? - \\‘\\ E | \

3 VB LT3 6 LTA
b JT5:  3.87 & 3.88 |
b BT 2.2 \8  253 . - »jp\\\g};‘ o
ll“Halla, con la aproximacidn de una décima, %a expresidn deéi\éli

de los siguientes nﬁmeros ;rracionales.

6.\vWG"‘ R xghc‘ S \
.My | .
8. 22T - '
- *Qg, 3Para qQué nﬁmé}o positivo n (gon una\cifra decimal) es
2 o
n® =107 . o | \
*10, ¢Para qué nimero positivo n (con una"cifra decimal) es
n? = 1499 T
[

6-8., Los mimeros irracionales y el sistema de los numeros reales
Hemos visto que todos los numeros racionales tienen repre-

- sentacidén decimal periddica y que todos los decimales periddicos
corresponden a nﬁmeros raclonales. Hemos visto también que 2
no es un nimero raclonal y que, por consiguiente, se representa
por un decimaifnc“periodico. En consecuencla, hemos dicho que
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~vZ es un ndmero irracional ]

Ahora usamos esba forma decimgl para definir el conjunto. de
los numeros irraclonales. Definimos un quimero irracional como
todo mimero con representacidn deciﬁal\nb periddica, \

L.lamamos sistema de los nﬁmeros reales al sistema %ue se com-‘*
pone de todos los numeros racionales e irracionales.

A

. 3
"De esta manera, todo numero real puede ser caracberizadﬁ por

una representacion declimal. ¢

>

Si la representacidn decimal es periédica el nimero es

racional, en todo -0tro .caso el mimero es irraclonal.

- Con todo punto P de la recta numérica real, asociamos un-
nimero y sélo uno de esta clase medlante un proceso de encaja-
\mientos sucesivos con 1ntervalos decimales de loné*tud congstante-
mente decreclente. Las figuras que aparecen a continuacidén 1lus-
tran las primeras etapas del calculo del decimal que éqrreSponde
~al punto P sobre la recta numérica. Considera el\pﬁhto' P
_entre 3(y 4.‘

- - : . L.
~ : i ... '

0 - . 4.0

j \1 14 ) ] ! fl R B N
\ . ' ‘ A \
S - 3.6... ‘

?.oo~ ‘ ( b 400

- i ] | L1 17\ N B l,

3.67...

- r
Observa que dos puntos distintos cualesquiera P1 y Pz,

corresponderan a repr@sentaciones decimales distintas, pues sl
. aparecen asl: ; K
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' sobre la recta numérica sélo necesitamos subdividir ésta mediante
una particién decimal suficientemente\(ina (decimas, centesimas,
milesimas, ete.) para’ cerclorarnos de que los puntos P, y P,
estan separados por un punto de una subdivision.

}i Reciprocamente, dado cualquier decimal hemos visto 1a manexra

© de locallzar el punto correspondiente sobre la recta numérica real
tomando- aproximaciones pacionales‘decimales sucesivas suministra- L

\ das por el nﬁméfo ‘(Repuerda cémo hemos empezado para localizar -

. el punto 2. 3961%... en la Seccidn 6-5.) ) -

Entonces hay una correspondencla blunivoca entre el chJunto
+ de los nimeros rea!es{& el conjunto de puntos de la recta numérica.

El conjunto de” 1bs nimeros reales contiene el conjunto de los

£33

mimeros racionales como subconjunto. Hemos visto que esos’ numeros
racionales forman un sistema matemgtico con operaclones: adicidn

y multiplicacidén y sus 1nversas, sustraccion y divisidn. Lo mismo
ocﬁrre con el conjunto de todos los numeros reales. Podemos sumar
numeros reales, racionales o irracionales, y podemos multiplicar
‘numeros reales. El sistema de nimeros que asi resulta tiene todas
~ las propledades del slstema de 1os nmimeros racionales. Ademas,
// . tlene una 1mportante propledad de que carece el sistema de 1os ’
numeros raclonales. Posterlormente estudiaremos ‘esa propiedad. N

Antes de enunclar las propledades de los numeros, debémos ' \

preguntarnos por lo que sabemos acerca de las operaciones mismas.

No ‘deberias tener dificultad alguna en comprender el slgnificado
~de la adlcidn en el sistema de los numeros reales, en 1o que se
refiere a la recta numérica. Aun cuando no hay nihgﬁn nombre

mas simple para una suma como +Z + /3 gque el mismo simbolo
M2 +V3 ", pue aglnar un método de construccion para el

punto JZ + V3 re la recta numérica colocando extremo con
extremo, segmentos de‘longitud ~Z y /3. s .
El significado de la multiplicacién es un poco mae dificil

de explicar. Dados los segmentos de longitudes 2 y 3, s
posible describir una construccidn geométrica de un punto que
1lamariamos deamodo natural «Z - \55 Sin embargo, tendras que:
estudlar el Capitulo 9 antes de estar en disposicidn de com-

pfender dicha construccidn. Se puede tambiéh ver el significado

LY
\
A

-

2
"3

e — .
e
¢
”



-

de 1as dos operaciones medlante 1as representaciones decimales
que hemos descrito,.pero aun aqui encontramos algunasi§ificultades
que no estéds en: :condicion de superar. Esto no te debe preocupar
mucho‘ Con rrecuencia aun los matematicos\a%ben aceptar hechos-

' que no comprenden completamente p§r§~avanzar en el\trabajo que les
interesa mds inmediatamente.s ‘Pero si las ideas que aceptan‘sén \

importantes, vuelven siempre a ellas tan pronto como pueden v las
dominan. Regresaras al sistema de 1os numeros reales a medida que
estudies mateméticas en el futuroﬁ Yy cada vez comprenderas meJor
la definicion ¥y el sentido de las operaciones.
A continuacidn damos una lista de propledades famillares que
el sistema de los mimerds reales comparte con el de los riimeros
'racionales. - D \ " .

»

Progiedad 1. Clausura - , o ; ‘
(a) Clausura respecto de la adicidn. . £’ sistema de los '
" numero$ reales es cerrado respecto de la adicion, es
N decir, si a y b son numeros reales, entqnces a + b
o | es un nimero real. = ° . : .
. % » (b) Clausura respecto de la sustfacclén. - El sistema de 1los
nﬁmeros reales; €s cerrad respecto de la sustraceidn
* {(opéracidn inversa de adicidn); es declr, sl a- Y b
son mimeros ntonces a - b es un- numero real.

(¢) Clausura e pecto d la multiplicacion. El slistema de

los numero reales s cerrado respecto de la multiplica-
¢idn; es decir, si™d "y b son nimeros reales, entonces
a* b es ®n numero real. ’ |
(d) Clausura respecto de la di1sion. El sistema. de los
" rndmeros reales es cerrado respecto de la divisidn (operg-.
. cidn invirsa de la multiplicacién), es declr, s1 a ¥y
b (son numeqﬂﬁ reales, entonces a + b (cuando b # 0)

es un numero real

Las operaciones de adicidn, sustraccidn, multiplicacidn y
divisidn de mimeros reales conservan las propledades que ya hemos
_ visfio en- el sistema de los numeros raclonales. Se pueden resumir
asi:
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o L L B - T e S
‘ e e TR Co N
S o ;X ‘ \ ‘ ; \ ~~ * “ »\\ ') b o ‘ f \ .\ ‘ \‘ ~ . ® ‘, ™ ,~‘% ‘
T Prnpgedad g: Conmutatividad e T e e e
;“‘ . (a) Si a. y_ b -son. numerﬁs reales, entonces T T e
\h’\‘ \ R a1+b b+a.. . * ’ "*"‘.i ' @ > N . . .
. . LN
. mé (b) S:L { I b son numeros r.eafl.es, en‘gonces e T :
t = :xa,-»~--b'a. oo o IR R R
Clye, ) . . -, - . .‘.~
‘ k + % Progiedad 3. Asociatividad N R
o (a) Si g, b ¥ b son nﬁmeros reales, entonces - Coe
- a # (b + c) =‘(a + b) + c-; \ i I ]
(b) s1 a, b y ¢ son mimeros. reales, entonces ,. - .
I et m)ie=ar (e o e
.;;i Prégiedad i, Elemeﬂtos neutrales s . © o ‘ ‘f
o “;(a)” S1 a -es un numero-. real, ‘entonces. a + 0 a, es deci&;‘
P S , ~‘cero es el alementq neutral par; la Ucién“ -
v {b)+S1 a es in ‘mimerp’ real, entonoes™\g * "1 = a; es’ decir, N
" "\ uno es el elemento neutralxpara la multiplicacion.\ .
| Propiedad 5. Distributividad - . S
-~ + - 818, by ¢ son nimerea reales, entonces o
“*%*’."‘;a-(b+c)»(a-b)+(a-c) e, | -
5 Propiedad 6. Inversos o ’ T T T SR
. T Ha) o sioa es un nimero real, hay un mimero weal A, - - -
. e .
e e S T 1181:1&@0 sinverso aditivo. de a, ’cal que a + (Ta) = o .
> N {v) 'S1 2 es~un nimero real'y & g 0, hay wp ndmero real b
! .\ o llamado"inverso multiplicatimg de a, “tal que a: b = 1y
S o | :
N Prggiedad o . Ordenacion : .
T l‘} El conJunto de 1os;numerg§ reales es ordenadow es decir; si’ ‘2, ’
a ay b " son nﬁmeros reales distintos, entonces ca<b 6 a>> b.

»

3 PrOpiedad 8. Densidad

v ‘§!: ~ El sistema de los nﬁmeros reales es denso; es declr, entre
Sl hos nume xos reales dist&pﬁos cualesquiera, hay slempre otro e

3

»ﬁl}}‘ humero eal.. En corisecuencla, entre dos’ mimeros reales cuages- :
o quiqra existeﬂ‘tantos numenos ‘reales gomo queramog. En efecto,
» fac;lmente vemos que" (1) Siempre‘hay un numero racional entre'

. _;' .dos ndneros reales,distiﬁtos cualesquiera, por muy prdxiMos que

%

L3S
- eSté!FP (2) Siempre hay un numero irracional'entre dos numeros
C U L A B I N
“J e . . | x‘» . ). \ B - T
d S e -7 - ’ "' 2 - Y
' n - ~ N w ‘1 L) - b
’».\‘i ‘ ‘ '\ 2\?05 ..‘? % . . »
' QEMC + \ . ‘» - . > » e !
o Arurron roiogy enc [ . . A . Q . t ~ “
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k reales distintos,ipor muy proximos que sean.. (Posteriormente, en

-

esta seccion, verds cdmo se ilustra eaxa propieﬂad ) ‘ f» R ‘
La novena’ propiedad del sistema de los nﬁmeros reales no esta
"“tomada; de 1oa,nﬁmeros racionales, S . S .

Propiedad 9. @omgletitud . e . LR e .

.El1 ‘sistema de los numeros reales L8 completo, es dedir, no *°

-

\g\§01amente cof?espondé un ﬁunto de’ la recta numérica a cada*ﬁﬁmero M

Y

LY

‘. nﬁméro 1rraciona1‘ Esto significa que nnmeros como, .

*. e - v . » X -
. . - . R R .. . . .
N N " N . N .

»r

real sino que, reclprocamente; a cada punto de la recta numerica
le conresponde un numero»real R ‘

.» * a LENEN

.y Los nimeros raclonales se diferen&ian-de los numeros-reales

fjﬁstamente en este aspecto. A cada numero racional 1§'ﬂorreSponde
‘. un punto de 1la recta numerica, pgro no hay ningin numero racional

gue, correaponda a ciertos puntos de 1a recia numerica.\ Hemos' visto

‘que en el sistema de los nﬁmeros racion no hay ningﬁn nimero

NZ tal que elevado al cuadrado dé Sin embargo, en el sistema :
. de los nﬁmeros reales tal como le hemos definido, ese nimero estd

» » NS

incluido. C Te? - .o ' .

~

S a ¥y b sbﬁ nﬁmeros\racidnales‘pO%itivos y be=a" _

. . . o X .
. @scribimos . S . R ‘ .
N » A N ~

(que ge lee m es. una ralsz enésima de b“) ‘ . ‘ 5 -
Ocurre que la ralz enésima de cualquier nimero raclonal posil-
tivo que no es la enésdma potencia de otro mimero racional, es un

~

- ‘ e . ™ ‘3 4 ’\/'2_ e \~.~‘, \ S
¢ “/S’f«/"ig*r 3 C T

‘son nﬁmeros irracionales, mien as que ce \ o

. A, B \\~ -
SN w?s' ?/8 R
‘. ® h ) ? ,‘\  J > -
>

son mimeros racichales. En Bqnsecuencia, en el .slstema de los
nﬁmeros racionales no nos es posible extraer raices enésimas de
oualquier numero rapional que no Seavunawenésima potengia de otro
nimero raciohal Sin embargo, Qeade que hemos introducido los . :
numeros irnacionales para formar el sistemavde los numeros reales,‘

. v

.
a

A

»
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. ,;podemos hallar 1as raices enesimas de ‘todos los nﬁmeros racionales f
- positivos, asi como de todos los numeros reales poSit1VOs. En-.

tonces, una propledad muy ﬁtil del sistema de los. numeros reales-\

e o .
-El sistema de los numeros\reales contiene las’ raiceshénesimas,
NFT de todos los nimeros racionales posltivos %3 b # 0; el” T,
sistema de los pumeros reales contlene las raices enésimas “ “

~de todos los nimeros reales positivos. ‘

5 ‘e8 1a ‘sigulente:

AN
A i

w oy
A

‘Y Esto gos,asegura que podemos hallar entre lo08 nﬁmeros reales, .

- mimeros como . . - , ‘ e
BT | «/’ MR SN B
~ v » > N - . L
y cualesquiera otras raices enésimas de numeros racionales posi- .> -
tivos, asi. como numeros que sSon sumas,. diferencias, productos Yy Tty
coglentes de tales nynferos. Por ejemplo: 3
. LN A LdE, VB3 v .
son numeros réales. T S . -

"Ademas de E%s ﬁumeros 4rraeionales que aparecemr al calcular
las raices de los nﬁmeros %aeionales, hay muchos otros mimeros
irradionales que se llaman numeros trascendentes.‘ B ejemplo de

ﬁ\numero trascendente es el nﬁmeﬁ% T que ya has encontrado eﬁ\fﬁ§"“‘v
estudlos de la circunférencia, Recuerda,que r es8 la razdn de
. . 1a meddda’de la longltud de la circunferencia a la medida de su
°diametro. Ha sido extnaordinariamente dificil demostrar que T .
es’irracional, pero se ha demostrado. La representacion decimal

t M »

. ‘ . T = 3, 1#159265;.. ..

L4 . »

- LS N
no es ﬁefiddica. El numero m no es’ q$3 ‘aunque 3;- es una

aproximacion aceptable para n.‘*(

-t

Compara la representacion
Q

«

» .decimgl de 2%- con la de w.) T . C* .

Cuando estudies 1ogaritmos, en el segundo ciclo secundario,
gspudiarés numeros que, qglvo pocas excepciones, son mimeros
traSGendentes. "1 N es un~numer0 real positivo cualqulera N
X es un éxponente tal que ) T . o

. N ¥

- 0 =N . ~ < .
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entonces decimos que x* es el logaritmo de N en'la baSe~ 10,

Si N es una potencia de 10, por ejemplo N = 102, entonces

10x = O2 de manera gque el 1ogar1tmo de 102\ es 2 £n la base
10. En tal caso, el 1ogaritmo es un mimero racional. Per6 péra

-

_la mayor parte de los mimeros el logaritmo es un numero 1rracional

(trascendente) - \ . \

Las razones trigonométricas, como el seno y la tangente de wun

angulo, son otras expresiones que-habitualmente conducen a nimeros
‘irracionales trascendentes, Esas‘razonés se definén\en el ?api_

b tulo 9 ., \

Ejercicios 6-8a '

d R

1. \acqﬁles de. los siguienﬁesinﬁmerQS‘grees gue son raeionales y

cugley irracionales? Haz dos listas. | - -
(a) 0.231TT... -  (8) 28
" ‘(b)'.0.23123112311123... (ﬁ) 9 -3 .
TN X W 0.75005.:.; .
ey VT @) C S
(4 o.78‘“n?... o ) 0959559555955559...
' (0)F o ’\“.\ | T

2. Escribe ca@a uno de los numeros raclonales del problema %
N como decimal y como fraccidn. )

b} .
ﬁ 3. Para cada uno de, lqs nume:ros 1rraciona1es del problema 1 ‘

. escribe un decimal don'la aproximacidén de urnia centésima.
b, \(a) Escribe tres nimeros racionales cgn decimales exactos. '
(b) ‘Escribe tres nimeros raclonales con decimales peri%dicos.
. }c) Escribe tres numeros\irracionales con declmales, ) 3
’ N - N
‘ Has apre;%1d0~a ;ntercalar nﬁmeros'raciongies,entre doS.§’.
mjmeres racionales dados, Ahora,‘cbn lo que has ‘estudiado sobre

la repreaentacién‘decimal de 1os numeros reales, puedes v

. Cas= 4.2193173173173772.. ,~

. L. b =~h.23656556555§55556... ‘ -

. X . *
N > ~ >
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‘Estos dos nﬁmeros son bastante prdximos, pero cualguier
~} decimal que comlence como 4. 22... serd mayor que a y menor
que b.. Podemos luego continugr este decimal de tal manera que '
"lo hagamos racional o irracional. Aun podemos hacer un decimal
exacto sl asi lo queremos, Por ejemplo, 4,222 y 4. 325??_2..
son mimeros raclonales mientras 4. 225622566225666... es
irracional. Todos estos mimeros estdn entre a y. b.

Para asegurarnos de que un mimero real representado en forma
declimal es irracional debemos escribirlo de mariera gque no sea -
periddico. Uha manera facil de.lograrlo es repetir‘un grupo de .
uno o mds digitos y en cada repeticidn con un nﬁmero-digitc .

E diferente mas, primero, 1uego con dos més, luego can tres mas,
y asl sucesivamente.l Por ejemplo, en el mimero b =
4, 2365655655565555. .. © el digito 6 se repite y estd seguldo
por un 5, la primera vez, por dos la segunda, y asl sucesiva-
mente. En el ndmero ‘4.237823788237888... el mimero 237 se
. replte y estd seguldo por un 8 1a primera vez, luego por dos
8, 1uego por tres, y asl sucesivamente. Debido a que el digito
8 aparece un nimero creclente de veces en la formacldn de’ este ' *
. decimal, el decimal nd pued® tener un periodo fijo. El nimero .

¥ .representado debe ser, pues, irracional ‘ ‘ ' .
. . ) - . Ejercicios 6 8b “ X
1. (a) \Escribe la expresidn decimal para un nimero racional .
" entre_2.3846B06... y 2. 309369. . \ b,
T {b) Escribe la expresidn decimal para un nimero irracionqi
. entre los mimeros indicados en. (a). ~ R . ¥
ol Escribe la expresitn decimal Jpara (a) un nimero raclonal v
‘ \ () un nimero irraclonal,’ entye 0 346019... y O. 3&?806... ..
.”'\ 3. Escribe expreslones’decimales para (a) un numero raclonal
A y (b) tn numero'irracional, entre J;L\\B}.,. ¥ ‘ o>
. 67, 28106006... .
n 4, bCrees que el slstema de 108 nﬁmgros ‘reales contlene las
\ raices cuadradas de todos los entaros° Apoya tu respuest&"
en un eJemplo. Yo N . o : .\ o
é| -
\B ‘ '

‘e . » 34
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5. Una aproximac:ldn que los babilonios usaba.n para T era\ia‘
@ o interesante razdn —5% ;B8 una buena aproximaciom ;Eg‘
Se me,jor aproximacién que -272-" \ .

N . R . * o a
-~ N Q % N _ ~

- N

o Beg, Propiedades geométricas de la recta numérica real'
‘ La cc;prespondencia ‘bi‘(m:tvoca entre. 108 nﬁmeros reales 'y los /

costumbre referirse a la, recta.'numérica como la recta numér
real. ‘ : : o, 2
‘ Sabemos que no hay vacios ’ni puntos que falten en toﬁa la
" recta real. . Podemos hablar Yel trazado continuo de la recta n e -
? ried y sa'éer que’el segmento descri‘h en cualquier etapa tlene una
longitud que se mide mediante un nmimero real. ‘Entonces, en la

recta numérica que -sg :mdica a continuacién :

~H

H A - N N
» ® ) w- * g} N R o
s, » * ) = .
st .. A ‘ B C o, DE .
R T e e >l
X : oo
* :“ B R . N ' N 22 . ‘. N Y N ? . O }
[ r N - . R {

v 3 v -
k)

;\' : sab‘émos que 'BU tiene una longitud, de medida «fE M, la 'Iongitud
ae 4’@]5 tiene por mediéa 3 -3, BE tiene por medida mT-1Yy
. CE se mige jpz:::ry'lr*-«/Z'.1 . o
R Podemos }maginar un punto que se mueve de modo continuo de 0
*a 1. A cualquiera de sus posiciones podemos asociarle un nﬁmero

]

rea‘l » . Tt <0 - . R ; \ v ) \ ) .
vy, > S 5 . 3 v X AN o N
‘ Lo S ow oo .
~. [} . P 1 * FI .
i . ®o 0 . X » -1 2 s, * -
3 * F-9 N ’ a0 u . > v
C . o [ p . ’ N . R o " v
. Por esta propiedad de continuidad de nuestro sistema de los

- numeros reales, algunas veces 1o 11amamos el cortinuo de los

numerosl reales.
‘ ~ ‘ .
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Aproximaciones raclonales de los nimeros lrraclonales

Cada vez que damos”un aimero irracional en forma . decimal,
por ejemplo, N = O. 019234675..., podemos definir automiticamente
una sucesion de nﬁmeros racianales que da: apmmximaciones cada ‘

. vez mayores al numero irraclonal N ‘Podemos leer -tal sucesion‘

de aproximaciones racionales asi o ‘ .

. 0.01 ' :
> s Ty 0,019 | |
0.0192 - . . .
. o %01923 - o .
g ' T 0.019234 ‘
‘ - 0.0192346
‘ - . 0.01923467
N . L ~ 0.019234675

Nimeros racionales & Ilrraclonales en el mundo gue nos rodea

Hemos visto muchos ejemplos de mimeros racionales en nuestra
vida diaria: ' el preclo de™las meréaﬁcias, el importe total de un
balance bancario, el porcentaje de un pago, el Importe semanal de i
wun ‘salario, las calificaciones ‘de un examen. B : 3 2

Aungue no hemos estudiado durante mucho tiempb los ‘nimeros
irracionales, es facll ver muchos eJemplos referentes a estos
Avmeros. = Por ejemplo, considera una clrcunferencla de radlo .

n\bario. $Cué1\es su - 16ngitud9 Naturalmente, es 2w unidades. =
En

eallidad, tqpa clrcunferencia cuyo radio es un numero racional

 tlene 'una longltud irracional. Tambilén, todo cirsulo de radio r

tiene un drea cuya medida-es un numero lrracional (vr ) cada
vez que I Sea un nﬁmero raclonal y frecuentemente cuando r

es irracional. . N : - \
El volumen de un cilihdro circular se calcula por la fdérmula  (

V = vrgh Iﬁsu area 1ateral A por 4A = 2wrh, donde h es la

altura del cilindro. Aqui también el volumen y el érea son nu-

merqs irraclionales si el’ radio ™ y la altura h son racioq;lés‘.

También has aprengido a dibujar‘algunas longitudes dg_medida .

1rraeional siguiendo una Sucesion simple de tridngulos rectangulos
o . . . > 'i
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Obaervaras sin argo que’ este procedimiento da algunas
1ongitudes racionales, pues dﬂ'= 2,48 =3, 7 asl sucesiVamente.
". Dibuja esta sucesidn de triangulos recténgulos en: una hoja de
papel Y. continuala hasta gue hayas dibujaﬂo una longitud que re- e
presenta a V0. & IR

w
\ » . .
- . - N N N

‘ Ejercicios 6 9 - v \
R P 5Cuales de 1os siguientes‘ﬁumeros son racionales y cuales
.« irracionales?’ St \ . T
 El numero de unidades de ‘ : ‘
- . (a) 1a longltud de una circunferencia cuyo radlo es %
© . unidad. . g ‘

(p) el drea de un cuadrado cuyos lados tienen una unidad de

longitud. o
‘(¢) 1la hipotenusa de un triangulo recténgulo cuyos catetos
tﬁ:eqe 5, w. 12 unldades de longltud. .

. el érea n Cuadrado cuyos®lados tiehen 3 unidades
N volumén de n cilindro cuya altura es 2 wunidades y

e 1ene por radio 1 ~un1dad.‘

2. Sablendo qué 'J? 444 y que :J3 = 1, 732 muestra que’
NN - UV g ~/6==24497\ : v s
\\3.“ Cuando empezamos a. 3alcu1ar con.numeros 1rraciona1es encon- .

tramos algunas relapiones que al principlid nos parecen muy
* . ) N N 2

: \ : A . i
Q \ . 829"' :

. . “ .
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p » . a
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- <. pecullares pero que, después de ﬁnhes‘tudib méds ' minucioso, N
N t:lenen perfecfo sentido. ‘He aqul dos e.jemplos.
S \ e El 1nverso multiplicativo de J’E es ‘Ea»/? c.
N T inverso multiplice.tivo\ de (W3 + JE) es (~/'3“ JE)
o= .
DR (a) Comprueba estag afirmaciones aproximadamente, empleando
o 0 las aproximaciones decimales dadas en el problema 2.
o (b) - PROBLEMA DIFIGIL Comprueba estas afirmaclones con \
~'7_ - ) s exactitud, efectuando los cé,lculos con 108 mimeros . &
. 3 . irra.cionaB.ES mismoa. - - . !
\-\\\"*4.\ Halla el radio de una circunfe:r:encia cuya long}tud es 2.
\ ™ . Da un valox\ aproximado del ‘radio. (Tomaq 3 ‘lll para vr.) \
A R ~ ’
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